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Âúâ âàêóóì, áåç çàðÿäè è òîêîâå óðàâíåíèÿòà íà Ìàêñóåë ïðåìèíàâàò â ïî-ñèìåòðè÷íà ôîðìà:

∇⃗.E⃗ = 0, (Gauss′s law) (1à)

∇⃗.B⃗ = 0, (Gauss′s law for magnetism) (1á)

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
, (Faraday′s law) (1â)

∇⃗ × B⃗ = µ0ε0
∂E⃗

∂t
, (Ampere′s law) (1ã)

Çàäà÷è:
1.1 Ïîêàæåòå, ÷å TEM âúëíà (íàïðå÷íà åëåêòðè÷íà è íàïðå÷íà ìàãíèòíà âúëíà) îò âèäà (çàïèñàíà â öèëèíäðè÷íè

êîîðäèíàòè):

E⃗ (r, α, z, t) =

[
A cos (kz − ωt)

r
, 0, 0

]
, B⃗ (r, α, z, t) =

[
0,

A cos (kz − ωt)

rc
, 0

]
,

ìîæå äà ñå ðàçïðîñòðàíÿâà â êîàêñèàëåí è áåçêðàéíî äúëúã âúëíîâîä ïîêàçàí íà Ôèãóðà ??. Ïðèåìåòå, ÷å ñòåíèòå íà
âúëíîâîäà (âúòðåøíèÿò ðàäèóñ å a a âúíøíèÿò å b) ñà èäåàëè ïðîâîäíèöè.

Óïúòâàíå: ìîæå äà èçïîëçâàòå ñëåäíèòå îïåðàöèè â öèëèíäðè÷íè êîîðäèíàòè:

∇⃗.E⃗ =
1

r

∂

∂r
(rEr) +

1

r

∂Eα

∂α
+

∂Ez

∂z
;(

∇⃗ × E⃗
)
r

=
1

r

∂Ez

∂α
− ∂Eα

∂z
;(

∇⃗ × E⃗
)
α

=
∂Er

∂z
− ∂Ez

∂r
;(

∇⃗ × E⃗
)
z

=
1

r

∂ (rEα)

∂r
− 1

r

∂Er

∂α
;

Ôèãóðà 1:

1.2
Çà ïðåäèøíàòà çàäà÷à ñìåòíåòå êàêâà ùå å ïîâúðõíèíàòà ïëúòíîñò íà çàðÿäèòå âúðõó âúòðåøíèÿò ïðîâîäíèê ñ

ðàäèóñ a, êàêòî è òîêà êîéòî òå÷å ïî íåãî.
1.3
Êàêòî ñèãóðíî âå÷å ñòå çàáåëÿçàëè, óðàâíåíèÿòà íà Ìàêñóåë âúâ âàêóóì áåç çàðÿäè è òîêîâå ñà äîñòà ñèìåòðè÷íè.

Ñèìåòðèÿòà ñå íàðóøàâà, êîãàòî èìàìå çàðÿäè è òîêîâå. Òîâà íÿìàøå äà å òàêà àêî â ïðèðîäàòà ñúùåñòâóâàò ìàãíèòíè
çàðÿäè (ìàãíèòíè ìîíîïîëè) òîãàâà óðàâíåíèÿò íà Ìàêñóåë ùÿõà äà ïðèäîáèÿò ñèìåòðè÷íàòà ôîðìà îò âèäà:

∇⃗.E⃗ =
ρe
ε0

, ∇⃗ × E⃗ = −µ0j⃗m − ∂B⃗

∂t
,

∇⃗.B⃗ = µ0ρm, ∇⃗ × B⃗ = µ0j⃗e + µ0ε0
∂E⃗

∂t
,

Ìîæåòå ëè äà íàïèøåòå çàêîí àíàëîãè÷åí íà çàêîíà íà Êóëîí çà ñëó÷àé íà ìàãíèòíè çàðÿäè. À êàê ùå èçãëåæäà
ñèëàòà íà Ëîðåíö, àêî ñúùåñòâóâàò ìàãíèòíè çàðÿäè.

1.4
Íàìåðåòå:

∆

(
1

r

)
=?
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∇ ·
(

r⃗

r3

)
=?

1.5
Ïîêàæåòå, ÷å ìàãíèòíîòî ïîëå íà ìàãíèòåí ìîíîïîë òðÿáâà äà å îò âèäà:

B⃗ (r⃗) =
µ0qm
4πr3

r⃗ − µ0qmδ (r⃗)

3
r⃗

çà äà ñå óäîâëåòâîðÿâà çàêîíà íà Ãàóñ â ìàãíåòèçìà (∇ · B⃗ (r⃗) = 0). Ðåàëíà ôèçè÷íà ñèòóàöèÿ, â êîÿòî èìàìå òàêîâà
ïîëå å ìàãíèòíîòî ïîëå â áëèçîñò äî âúðõúò íà äúëúã ïèðîí, èëè äúëúã è òúíúê ïðàâ ñîëåíîèä.

1.6
Àêî âåêòîð ïîòåíöèàë íà ìàãíèòåí äèïîë å

A⃗ (r⃗) =
µ0

4π

(
m⃗× r⃗

r3

)
,

êúäåòî m⃗ å ìàãíèòíèÿò ìîìåíò íà äèïîëà. Òî íàìåðåòå ìàãíèòíîòî ïîëå B⃗ (r⃗) íà ìàãíèòíèÿò äèïîë (B⃗ (r⃗) = ∇×A⃗ (r⃗)è

B⃗ (r⃗) òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà çàêîíà íà Ãàóñ çà ìàãíèòíîòî ïîëå ∇ · B⃗ (r⃗) = 0).
1.7
Èçïîëçâàéêè ðåçóëòàòà îò ïðåäèøíàòà ëåêöèÿ çà íàäëúæíàòà êîìïîíåíòà íà ïëîñêà âúëíà êîÿòî ñå ðàçïðîñòðàíÿâà

â äúëúã âúëíîâîä:[
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+
(ω
c

)2
− k2

]
E0z (x, y) = 0,

[
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+
(ω
c

)2
− k2

]
B0z (x, y) = 0,

Èëè â öèëèíäðè÷íè êîîðäèíàòè:

1

r

∂

∂r

(
r
∂E0z (r, α)

∂r

)
+

1

r2
∂2E0z (r, α)

∂α2
+

((ω
c

)2
− k2

)
E0z (r, α) = 0.

Íàìåðåòå TM ðåøåíèåòî çà öèëèíäðè÷åí áåçêðàéíî äúëúã âúëíîâîä ñ èäåëàíî ïðîâîäÿùè ñòåíè.
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Ðåøåíèÿ:

1.1
Âúëíà îò âèäà:

E⃗ (r, α, z, t) =

[
A cos (kz − ωt)

r
, 0, 0

]
,

B⃗ (r, α, z, t) =

[
0,

A cos (kz − ωt)

rc
, 0

]
,

ìîæå äà ñå ðàçïðîñòðàíÿâà âúâ âúëíîâîäà àêî óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèÿòà íà Ìàêñóåë âúâ âàêóóì çàåäíî ñ ãðà-
íè÷íèòå óñëîâèÿ. Ïðîâåðÿâàìå ∇⃗.E⃗ è ∇⃗.B⃗:

∇⃗.E⃗ =
1

r

∂

∂r
(rEr) +

1

r

∂Eα

∂α
+

∂Ez

∂z
=

1

r

∂

∂r
(rEr) =

1

r

∂

∂r

(
r
A cos (kz − ωt)

r

)
= 0

∇⃗.B⃗ =
1

r

∂

∂r
(rBr) +

1

r

∂Bα

∂α
+

∂Bz

∂z
=

1

r

∂Bα

∂α
=

1

r

∂

∂α

(
A cos (kz − ωt)

rc

)
= 0

ñåãà ïðîâåðÿâàìå è äðóãèòå äâå óðàâíåíèÿ íà Ìàêñóåë. Îò ∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t ⇒

(
∇⃗ × E⃗

)
r

=
1

r

∂Ez

∂α
− ∂Eα

∂z
= 0,

(
−∂B⃗

∂t

)
r

= 0,

(
∇⃗ × E⃗

)
α

=
∂Er

∂z
− ∂Ez

∂r
= −kA sin (kz − ωt)

r
,

(
−∂B⃗

∂t

)
α

= −ωA sin (kz − ωt)

rc
,

(
∇⃗ × E⃗

)
z

=
1

r

∂ (rEα)

∂r
− 1

r

∂Er

∂α
= 0,

(
−∂B⃗

∂t

)
z

= 0,

à îò ∇⃗ × B⃗ = 1
c2

∂E⃗
∂t ⇒

(
∇⃗ × B⃗

)
r

=
1

r

∂Bz

∂α
− ∂Bα

∂z
= −kA sin (kz − ωt)

rc
,

(
1

c2
∂E⃗

∂t

)
r

= −ωA sin (kz − ωt)

rc2
,

(
∇⃗ × B⃗

)
α

=
∂Br

∂z
− ∂Bz

∂r
= 0,

(
1

c2
∂E⃗

∂t

)
α

= 0,

(
∇⃗ × B⃗

)
z

=
1

r

∂ (rBα)

∂r
− 1

r

∂Br

∂α
= 0,

(
1

c2
∂E⃗

∂t

)
z

= 0,

ïîñëåäíèòå äâå ñèñòåìè ñå óäîâëåòâîðÿâàò êîãàòî k = ω/c. Ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ íà ïîâúðõíîñòòà íà âúòðåøíèÿò è
âúíøíèÿò ïðîâîäíèê ñà:

E∥ = Ez (a, α) = Ez (b, α) = 0,

B⊥ = Br (a, α) = Br (b, α) = 0,

Êîèòî ñúùî ñå óäîâëåòâîðÿâàò.
1.2
Çíàåì, ÷å åëåêòðè÷íîòî ïîëå ïî óñëîâèåòî íà ïðåäèøíàòà çàäà÷à å ñàìî ðàäèàëíî è å Er = r−1A cos (kz − ωt), òàêà

÷å íåêà ïðèëîæèì òåîðåìàòà íà Ãàóñ â èíòåãðàëíà ôîðìà çà ïîâúðõíèíà öèëèíäúð ñ ðàäèóñ r ⇒
{ −→

E .d
−→
S =

q

ε0
⇔ 2πA cos (kz − ωt) l =

σl

ε0
⇒ σ = 2πε0A cos (kz − ωt) .

çà äà íàìåðèì òîêà, êîéòî òå÷å ïî âúòðåøíèÿò ïðîâîäíèê ïðèëàãàìå çàêîíà íà Àìïåð çà öèëèíäúð ñ ðàäèóñ r ⇒∮ −→
B.d

−→
l = µ0I ⇔ A cos (kz − ωt)

rc
2πr = µ0I ⇒ I =

2πA cos (kz − ωt)

µ0c
.
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Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å â ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå òîêà íà îòìåñòâàíå íà Ìàêñóåë ïðåç òàêà èçáðàíèÿò êîíòóð å íóëà
ïîíåæå åëåêòðè÷íîòî ïîëå èìà ñàìî ðàäèàëíà ïîñîêà.

Çàðÿäà è òîêà íà âúíøíàòà ñòåíà íà âúëíîâîäà ñà òî÷íî ïðîòèâîïîëîæíè íà òåçè íà âúòðåøíèòå. Çàäà÷àòà ìîæå
äà ñå ðåøè îò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ çà òîêà è çà ïîâúðõíîñòíèÿò çàðÿä âúðõó ìåòàëíèòå ïîâúðõíîñòè:

ε0E
⊥ = σ,

B∥

µ0
= j.

1.3
Çàäà÷àòà å ñàìî çà ïðîâåðêà íà âàøàòà ôèçè÷íà èíòóèöèÿ.
Îò çàêîíà íà Êóëîí èìàìå:

Fe =
1

4πε0

qe1qe2
r2

⇒ ìàãíèòíèÿò àíàëîã ùå å:

Fm =
µ0

4π

qm1qm2

r2

Çà Ëîðåíöîâàòà ñèëà èìàìå:

F⃗ = qe

(
E⃗ + v⃗ × B⃗

)
+ qm

(
B⃗ − v⃗

c2
× E⃗

)
1.4

ñìÿòàìå îòäåëíî

∇
(
1

r

)
= − 1

r2
∇ (r) = − 1

r2
r⃗

r
= − r⃗

r3

⇒

∆

(
1

r

)
= ∇ · ∇

(
1

r

)
= ∇ ·

(
− r⃗

r3

)
= −∇ · r⃗

r3
− r⃗ · ∇

(
1

r3

)
=

= − 3

r3
+

3r⃗

r4
· ∇ (r) = − 3

r3
+

3r⃗

r4
· r⃗
r
= 0

íåêà äà ïðîâåðèì äàëè íàèñòèíà ∇ ·
(

r⃗
r3

)
= 0, çà öåëòà äà èçïîëçâàìå òåîðåìàòà íà Ãàóñ îò àíàëèçà è èíòåãðèðàìå

âúðõó ñôåðà ñ ðàäèóñ R:∫
∇ ·
(

r⃗

r3

)
dV =

{ (
r⃗

r3

)
· dS⃗ =

∫ π

0

∫ 2π

0

r⃗

r3
· r⃗
r
R2 sin θdθdφ = 2π

∫ π

0

R2

r2
sin θdθ = 4π

R2

r2

ñåãà íåêà äà èçáåðåì r = R → 0 ⇒ ∫
∇ ·
(

r⃗

r3

)
dV = 4π =

∫
4πδ (r⃗) dV

⇒
∇ ·
(

r⃗

r3

)
= 4πδ (r⃗)

⇒
∆

(
1

r

)
= −4πδ (r⃗)

1.5
àêî èçïîëçâàìå ñëåäíèÿò ðåçóëòàòà îò ïðåäèøíàòà çàäà÷à:

∇ ·
(

r⃗

r3

)
= 4πδ (r⃗)

âèæäàìå, ÷å çà äà ñå óäîâëåòâîðè òåîðåìàòà íà Ãàóñ çà ìàãíèòíîòî ïîëå (∇ · B⃗ (r⃗) = 0 èëè â èíòåãðàëíà ôîðìàv
B⃗ (r⃗) · dS⃗ = 0) òî â ïîëåòî B⃗ (r⃗) òðÿáâà äà èìà ÷ëåí îò âèäà

−µ0qmδ (r⃗)

3
r⃗,
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êîéòî äà êîìïåíñèðà òî÷íî ïîòîêà íà ìàãíèòíîòî ïîëå ñúçäàäåí îò ìàãíèÿòíèÿ ìîíîïîë ñ ïîëå:

µ0qm
4πr3

r⃗.

⇒ Ìàãíèòíîòî ïîëå òðÿáâà äà å îò âèäà:

B⃗ (r⃗) =
µ0qm
4πr3

r⃗ − µ0qmδ (r⃗)

3
r⃗

òîãàâà ïîñëåäíîòî ïîëå îòãîâàðÿ íå íà åäèíè÷åí è èçîëèðàí ìàãíèòåí ìîíîïîë à íà ïîëå îò ïîëóáåçêðàåí è ìíîãî
òúíúê ñîëåíîèä. Ðàçáèðà ñå ôîðìàòà íà òîçè ñîëåíîèä íå å ôèêñèðàíà è òîé ìîæå äà å êàêòî ïðàâ òàêà è äà èìà
âñÿêàêâà ôîðìà: òîâà å òàêà íàðå÷åíàòà ñòðóíà íà Äèðàê (ôèã. 2)).

Ôèãóðà 2:

1.6
ïîíåæå B⃗ (r⃗) = ∇× A⃗ (r⃗) ⇒

B⃗ (r⃗) =
µ0

4π
∇×

(
m⃗× r⃗

r3

)
=

µ0

4π

[
m⃗∇.

(
r⃗

r3

)
− m⃗.∇

(
r⃗

r3

)]
=

µ0

4π

 m⃗
r3

∇.r⃗︸︷︷︸
=3

+ m⃗r⃗.∇
(

1

r3

)
− m⃗

r3
.∇ (r⃗)︸ ︷︷ ︸

=1̂

− m⃗.∇
(

1

r3

)
r⃗

 =

=
µ0

4π

[
2m⃗

r3
+ m⃗r⃗.∇

(
1

r3

)
− m⃗.∇

(
1

r3

)
r⃗

]
îáà÷å

∇
(

1

r3

)
=

3

r2
∇
(
1

r

)
=

3

r2

(
− r⃗

r3

)
= −3r⃗

r5

⇒

B⃗ (r⃗) =
µ0

4π

[
2m⃗

r3
+ m⃗r⃗.∇

(
1

r3

)
− m⃗.∇

(
1

r3

)
r⃗

]
=

µ0

4π

[
2m⃗

r3
+ m⃗r⃗.

(
−3r⃗

r5

)
− m⃗.

(
−3r⃗

r5

)
r⃗

]
=

=
µ0

4π

[
− m⃗

r3
+

3m⃗.r⃗

r5
r⃗

]
=

µ0

4πr3

[(
3m⃗.

r⃗

r

)
r⃗

r
− m⃗

]
îñòàâà äà çàìåñòèì B⃗ (r⃗) â ∇ · B⃗ (r⃗) = 0 çà äà ïðîâåðèì äàëè òàêà íàìåðåíîòî ïîëå óäîâëåòâîðÿâà çàêîíà íà Ãàóñ çà
ìàãíåòèçìà.

1.7
Ïîíåæå èìàìå èäåàëåí ïðîâîäíèê òî åëåêòðè÷íîòî è ìàãíèòíîòî ïîëå â ïðîâîäíèêà çà íóëà è èìàìå ñëåäíèòå

ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà ïîâúðõíîñòòà íà ïðîâîäíèêà:

E∥ = 0 ⇒ E0z (a, α) = 0

Òúðñèì äà ðåøèì TM âúëíà ñëåäîâàòåëíî èìàìå óðàâíåíèåòî:

1

r

∂

∂r

(
r
∂E0z (r, α)

∂r

)
+

1

r2
∂2E0z (r, α)

∂α2
+

((ω
c

)2
− k2

)
E0z (r, α) = 0 = 0.
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Ðåøàâàìå ãî ñ ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå, êàòî ïîëîæèì E0z (r, α) = R (r)Θ (α) ⇒

Θ(α)
1

r

∂

∂r

(
r
∂R (r)

∂r

)
+R (r)

1

r2
∂2Θ(α)

∂α2
+R (r)Θ (α)

((ω
c

)2
− k2

)
E0z (r, α) = 0 ⇒

r

R (r)

∂

∂r

(
r
∂R (r)

∂r

)
+

1

Θ (α)

∂2Θ(α)

∂α2︸ ︷︷ ︸
=−n2

+ r2
((ω

c

)2
− k2

)
= 0

⇒
∂2Θ(α)

∂α2
+ n2Θ(α) = 0

⇒ Θ(α) = C sin (nα+ α0) íî òðÿáâà äà èìàìå ïåðèîäè÷íîñò ïî α ⇒ Θ(α) = Θ (α+ 2π) ⇒

sin (nα+ α0) = sin (n (α+ 2π) + α0) = sin (nα+ α0) cos (2πn) + cos (nα+ α0) sin (2πn)

⇒ n = 0, 1, 2... ⇒
∂2R (r)

∂r2
+

1

r

∂R (r)

∂r
+

((ω
c

)2
− k2 − n2

r2

)
R (r) = 0

Àêî ñåãà ñìåíèì ïðîìåíëèâàòà r = x/β, β2 =
(
ω
c

)2 − k2 ⇒

β2 d
2R (x)

dx2
+ β2 1

x

dR (x)

dx
+

(
β2 − β2n2

x2

)
R (x) = 0 ⇔

x2 d
2R (x)

dx2
+ x

dR (x)

dx
+
(
x2 − n2

)
R (x) = 0

Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå å óðàâíåíèå íà Áåñåë, ÷èèòî ðåøåíèå å
http://mathworld.wolfram.com/BesselDifferentialEquation.html

R (x) = AJn (x) +BYn (x) ,

èëè

R (r) = AJn

(
r

√(ω
c

)2
− k2

)
+BYn

(
r

√(ω
c

)2
− k2

)
,

êúäåòî Jn (x) è Yn (x) ñà ôóíêöèè íà Áåñåë îò ïúðâè è âòîðè ðîä. Ïîíåæå Yn

(
r

√(
ω
c

)2 − k2
)

→ ∞ êîãàòî r → 0

òî ⇒ B = 0 ⇒

E0z (r, α) =
∞∑

n=0

AnJn

(
r

√(ω
c

)2
− k2

)
sin (nα+ α0)

à îò ãðàíè÷íîòî óñëîâèå E0z (a, α) = 0 ⇒ Jn

(
a

√(
ω
c

)2 − k2
)

= 0 ⇒ xnm = a

√(
ω
c

)2 − k2, êúäåòî xnm ñà êîðåíèòå

íà óðàâíåíèåòî Jn (x) = 0. Òîãàâà çà äèñïåðñèîííîòî óðàâíåíèå èìàìå:

k2 =
ω2

c2
− x2

nm

a2
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