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Òîçè ÷àñ ùå ðàçãëåäàìå çàðÿä (çàðÿäè) äî ìåòàëíè ïîâúðõíîñòè. Ùå òúðñèì ïîòåíöèàëà â òàêèâà çàäà÷è ñ ïîìîùòà
íà ìåòîäà íà îáðàçèòå. Çà öåëòà íåêà äà äîêàæåì åäèíñòâåíîñòòà íà ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ ïðè íàëîæåíè
ãðàíè÷íè óñëîâèÿ. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å èìàìå äâà ïîòåíöèàëà Φ1 è Φ2, êîèòî ñà ðåøåíèå íà óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ è
óäîâëåòâîðÿâàò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ íà Äèðèõëå è Íîéìàí çà çàçåìåíè ìåòàëíè ïîâúðõíîñòè: Φ1,2 = 0 è ∂Φ1,2/∂n = 0.
Òîãàâà íåêà âçåìåì òÿõíàòà ðàçëèêà U = Φ1 − Φ2. Îò ëèíåéíîñòòà íà óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ ñëåäâà, ÷å U ñúùî
óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ:

∆U = 0.

Çàåäíî ñ ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ:
U = 0,

∂U

∂n
= 0.

Àêî ñåãà èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà íà Ãðèí:∫
(φ∆ψ +∇ψ.∇φ) dV =

{
φ
∂ψ

∂n
d
∣∣∣−→S ∣∣∣

è èçáåðåì ñêàëàðèòå ψ = φ = U òî èìàìå:∫
(U∆U +∇U.∇U) dV =

{
U
∂U

∂n
d
∣∣∣−→S ∣∣∣

Îò÷èòàéêè ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ çà U ⇒ ∫
|∇U |2 dV = 0

⇒ ∇U = 0 ⇒ U å êîíñòàíòà â îáåìà V çàðàäè ãðàíè÷íîòî óñëîâèå, íî U= 0 âúðõó ïîâúðõíîñòòà çàãðàæäàùà îáåìà V
⇒ U = 0 ⇔ Φ1 = Φ2 ñ êîåòî òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò å äîêàçàíà.

Çàäà÷è:
1.1 Àêî òî÷êîâ çàðÿä q å ðàçïîëîæåí âúâ âàêóóì íà ðàçñòîÿíèå d îò ïîâúðõíîñòòà íà çàçåìåíà áåçêðàéíà ìåòàëíà

ïëî÷à (Ôèã.1) òî íàìåðåòå:
à) Ïîòåíöèàëà φ íàä ïëî÷àòà;
á) Ïëúòíîñòòà íà ïîâúðõíèíèòå çàðÿäè êîéòî ñå èíäóöèðàò âúðõó ïëî÷àòà;
â) Îáùèÿò çàðÿä èíäóöèðàí âúðõó ïëî÷àòà;
ã) Ñèëàòà ñ êîÿòî ñè âçàèìîäåéñòâàò çàðÿäà è ïëî÷àòà;
ä) Åíåðãèÿòà íà ñèñòåìàòà çàðÿä ìåòàëíà ïëî÷à.

Ôèãóðà 1:

1.2 Èçïîëçâàéêè ìåòîäà íà îáðàçèòå (ïðåäèøíàòà çàäà÷à) è ôàêòà, ÷å â åëåêòðîñòàòèêàòà å âàëèäåí ïðèíöèïà íà
ñóïåðïîçèöèÿòà òî íàìåðåòå îáðàçèòå íà çàðÿäèòå â ñëåäíèòå ñèñòåìè:

a) Äâå óñïîðåäíè áåçêðàéíè è çàçåìåíè ìåòàëíè ïëî÷è è ìåæäó òÿõ òî÷êîâ çàðÿä ñ ãîëåìèíà q;
b) Òî÷êîâ çàðÿä q ñå íàìèðà ìåæäó äâå ïðîâîäÿùè, çàçåìåíè è âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíè ìåòàëíè ïëî÷è (Ôèã.2)
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Ôèãóðà 2:

Ôèãóðà 3:

1.3 Àêî èìàìå òðè òî÷êîâè çàðÿäà ðàçïîëîæåíè äî ïîâúðõíîñòòà íà äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíè çàçåìåíè ìå-
òàëíè ïëî÷è(Ôèã.3), òî íàìåðåòå ñèëàòà äåéñòâàùà íà çàðÿäà −q.

1.4
Òî÷êîâ çàðÿä ñ ãîëåìèíà q ñå íàìèðà íà ðàçñòîÿíèå R îò öåíòúðà íà çàçåìåíà ìåòàëíà ñôåðà ñ ðàäèóñ a, êàêòî å

ïîêàçàíî íà Ôèã.4 íàìåðåòå:
à) Ïîòåíöèàëà φ èçúí ñôåðàòà;
á) Ïëúòíîñòòà íà ïîâúðõíèíèòå çàðÿäè êîéòî ñå èíäóöèðàò âúðõó ñôåðàòà;
â) Îáùèÿò çàðÿä èíäóöèðàí âúðõó ñôåðàòà;
ã) Ñèëàòà ñ êîÿòî ñè âçàèìîäåéñòâàò çàðÿäà è ñôåðàòà.
1.5
Ðåøåòå ïðåäèøíàòà çàäà÷à, àêî ñôåðàòà íå å çàçåìåíà à èìà ïîòåíöèàë V0.
1.6
Íàìåðåòå ñèëàòà êîÿòî èçïèòâà òî÷êîâ çàðÿä ñ ãîëåìèíà q àêî å ïîñòàâåí íà ðàçñòîÿíèå R îò öåíòúðà íà ñôåðè÷íà

êóõèíà ñ ðàäèóñ a àêî êóõèíàòà å èçäúëáàíà â ìåòàë.

q
R

a

Ôèãóðà 4:
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Ðåøåíèÿ:

1.1
Çà ïîòåíöèàëà èìàìå φ (x, y, z = 0) = 0 (âúðõó ïîâúðõíîñòòà íà ïëî÷àòà) è φ (x, y, z) = 0 íà áåçêðàéíî äàëå÷íî

ðàçñòîÿíèå îò çàðÿäà. Àêî ïî íÿêàêúâ îñòðîóìåí íà÷èí íàìåðèì êîíôèãóðàöèÿ êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà òåçè ãðàíè÷íè
óñëîâèÿ è åäíîâðåìåííî ñ òîâà óäîâëåòâîðÿâà è óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ òî îò òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî,
ùå èìàìå ÷å ñìå íàìåðèëè ïîòåíöèàëà φ.

Íåêà äà ðàçãëåäàìå çàðÿäà −q ðàçïîëîæåí îò äðóãàòà ñòðàíà íà ìåòàëíàòà ïëîñêîñò ñèìåòðè÷íî îòíîñíî çàðÿäà q
(íà ðàçñòîÿíèå −d îò ïëî÷àòà). Òîãàâà ïîòåíöèàëà êîéòî ñå ñúçäàâà â ïðîñòðàíñòâîòî íàä ïëî÷àòà å:

φ (x, y, z) =
1

4πε0

 q√
x2 + y2 + (z − d)

2
− q√

x2 + y2 + (z + d)
2


î÷åâèäíî òîçè ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ:

φ (x, y, 0) = 0,

φx2+y2+z2>>d → 0.

Íåêà ñåãà äà ïðîâåðèì, ÷å óäîâëåòâîðÿâà è óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ:

q

4πε0

∂2

∂x2

 1√
x2 + y2 + (z − d)

2
− 1√

x2 + y2 + (z + d)
2

 =

=
q

4πε0

 3x2(
x2 + y2 + (z − d)

2
)5/2

− 1(
x2 + y2 + (z − d)

2
)3/2

− 3x2(
x2 + y2 + (z + d)

2
)5/2

+
1(

x2 + y2 + (z + d)
2
)3/2



q

4πε0

∂2

∂y2

 1√
x2 + y2 + (z − d)

2
− 1√

x2 + y2 + (z + d)
2

 =

=
q

4πε0

 3y2(
x2 + y2 + (z − d)

2
)5/2

− 1(
x2 + y2 + (z − d)

2
)3/2

− 3y2(
x2 + y2 + (z + d)

2
)5/2

+
1(

x2 + y2 + (z + d)
2
)3/2



q

4πε0

∂2

∂z2

 1√
x2 + y2 + (z − d)

2
− 1√

x2 + y2 + (z + d)
2

 =

=
q

4πε0

 3 (z − d)
2(

x2 + y2 + (z − d)
2
)5/2

− 1(
x2 + y2 + (z − d)

2
)3/2

− 3 (z + d)
2(

x2 + y2 + (z + d)
2
)5/2

+
1(

x2 + y2 + (z + d)
2
)3/2


è ñëåäîâàòåëíî ∆φ (x, y, z) = ∂2φ

∂x2 + ∂2φ
∂y2 + ∂2φ

∂z2 = 0. Ïî òåîðåìàòà çà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî ñìå íàìåðèëè

ïîòåíöèàëà φ (x, y, z).
à) ñëåä êàòî çíàåì ïîòåíöèàëà φ (x, y, z) òî ëåñíî ìîæåì äà íàìåðèì èíäóöèðàíèÿò ïîâúðõíèíåí çàðÿä âúðõó

ìåòàëíàòà ïëî÷à îò ãðàíè÷íîòî óñëîâèå:∂φ (x, y, z > 0)

∂z
− ∂φ (x, y, z < 0)

∂z︸ ︷︷ ︸
=0


z=0

=
σ

ε0
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⇒

σ

ε0
=

q

4πε0

 (z − d)(
x2 + y2 + (z − d)

2
)3/2

− (z + d)(
x2 + y2 + (z + d)

2
)3/2


z=0

= − qd

2πε0 (x2 + y2 + d2)
3/2

⇒
σ = − qd

2π (x2 + y2 + d2)
3/2

á) îáùèÿò çàðÿä ùå íàìåðèì êàòî ïðåìèíåì â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè è èíòåãðèðàìå ïî ïëîùòà íà ïëî÷àòà. Ðàäèóñ
âåêòîðà â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè å r2 = x2 + y2 è òîãàâà èìàìå:

Q =

∫ ∞

0

σ2πrdr = −qd
∫ ∞

0

r

(r2 + d2)
3/2

dr = −q

ã) ñèëàòà ñ êîÿòî ñè âçàèìîäåéñòâàò äâàòà çàðÿäà å:

F = − q2

4πε0 (2d)
2

ä) Òðÿáâà äà ñå âíèìàâà ïðè ïðåñìÿòàíåòî íà åíåðãèÿòà íà ñèñòåìàòà, ïîíåæå åíåðãèÿòà íå å ðàâíà íà åíåðãèÿòà
ìåæäó äâà òî÷êîâè çàðÿäà ñ ãîëåìèíè q è −q, êîéòî ñà íà ðàçñòîÿíèå 2d åäèí îò äðóã à å äâà ïúòè ïî-ìàëêà. Â òîâà
ìîæåì äà ñå óáåäèì êàòî ñìåòíåì ðàáîòàòà (A) íåîáõîäèìà çà ïðåìåñòâàíå íà çàðÿäà q îò ðàçñòîÿíèå d äî áåçêðàéíîñò:

A = −
∫ ∞

d

Fdz =

∫ ∞

d

q2

4πε0 (2z)
2 dz = − q2

4πε04d

Òîâà å òàêà ïîíåæå íèå ìåñòèì ñàìî çàðÿäà q, íî íå è íåãîâèÿò îáðàç (ïðåìåñòâàíåòî íà îáðàçà íå å ñâúðçàíî ñ
èçâúðøâàíå íà ðàáîòà ïîíåæå ìåòàëà å åêâèïîòåíöèàëíà ñèñòåìà)

1.2
à) Ïîëó÷àâàò ñå áåçáðîé ìíîãî îáðàçè, àíàëîãè÷íî íà ñëó÷àÿò â îïòèêàòà êîãàòî èìàìå áåçáðîé ìíîãî îáðàçè íà

ïðåäìåò ïîñòàâåí ìåæäó äâå óñïîðåäíè îãëåäàëà.
á) Çà îáðàçà âèæ Ôèã.5.

Ôèãóðà 5:

1.3
Çà îáðàçà âèæ Ôèã.6.

F =
2
√
2− 1

4πε0

q2

2a2

1.4 Òúðñèì îáðàç ñúñ çàðÿä Q ðàçïîëîæåí íà ðàçñòîÿíèå b îò öåíòúðà íà ñôåðàòà, êàòî äîïóùàìå ÷å Q ëåæè âúðõó
ïðàâàòà êîÿòî ñâúðçâà öåíòúðà íà ñôåðàòà è çàðÿäà q (Ôèã.7). Òîãàâà ïîòåíöèàëà èçâúí ñôåðàòà ñå äàâà êàòî:

φ =
1

4πε0

(
Q

r1
+

q

r2

)
,
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Ôèãóðà 6:

q

R

a

θ

2r

2r

b

Ôèãóðà 7:

êúäåòî ðàçñòîÿíèÿòà r1 è r2 ìîæåì äà èçðàçèì îò êîñèíóñîâà òåîðåìà çà äâàòà òðèúãúëíèêà ⇒

φ (r, θ) =
1

4πε0

(
Q√

b2 + r2 − 2br cos θ
+

q√
R2 + r2 − 2Rr cos θ

)
.

Ïîòåíöèàëà òðÿáâà äà å íóëà êîãàòî r = a çà ïðîèçâîëåí úãúë θ (òîâà íè å ãðàíè÷íîòî óñëîâèå) ⇒

φ (a, θ) =
1

4πε0

(
Q√

b2 + a2 − 2ba cos θ
+

q√
R2 + a2 − 2Ra cos θ

)
= 0. (1)

Ïîëàãàéêè θ = 0 è θ = π ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà ñèñòåìà:

Q√
(a− b)

2
= − q√

(R− a)
2
,

Q√
(a+ b)

2
= − q√

(R+ a)
2
.

Ïîñëåäíàòà ñèñòåìà å åêâèâàëåíòíà íà:

Q (R− a) + qa = qb,

Q (R+ a) + qa = −qb.

Ñúáèðàìå äâåòå ðàâåíñòâà ⇒
2QR+ 2qa = 0

Îêîí÷àòåëíî èìàìå:

Q = − a

R
q,

b =
a2

R
.

Òåçè äâå óñëîâèÿ çàìåñòåíè â óðàâíåíèå 1 î÷åâèäíî ãî óäîâëåòâîðÿâàò çà ïðîèçâîëåí úãúë θ.
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á) Ïëúòíîñòòà íà çàðÿäà èíäóöèðàíà âúðõó ñôåðàòà, ùå íàìåðèì êàòî ïðèëîæèì ãðàíè÷íîòî óñëîâèå çà ñêîê íà
íîðìàëíàòà êîìïîíåíòà íà èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå âúðõó ïîâúðõíîñòòà íà ñôåðàòà:∂φ (r > a, θ)

∂r
− ∂φ (r < a, θ)

∂r︸ ︷︷ ︸
=0


r=a

=
σ

ε0

⇒
q

4πε0

∂

∂r

 1√
R2 + r2 − 2Rr cos θ

− 1√
a2 + (Rr/a)

2 − 2Rr cos θ


r=a

=
σ

ε0

⇒
σ (θ) =

q

4πa

(
a2 −R2

) (
a2 +R2 − 2Ra cos θ

)−3/2

â) Ðåøàâàìå òàçè ÷àñò îò çàäà÷àòà êàòî èíòåãðèðàìå â ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè

Qinuc =

∫
σds =

∫ π

0

∫ 2π

0

σa2 sin θdθdϕ = 2πa2
∫ π

0

σ sin θdθ =

=
qa

2

(
a2 −R2

) ∫ π

0

(
a2 +R2 − 2Ra cos θ

)−3/2
sin θdθ = ... = − a

R
q

ã) Ñèëàòà ñ êîÿòî ñè âçàèìîäåéñòâàò çàðÿäà è ìåòàëíàòà ñôåðà å:

F =
qQ

4πε0 (R− b)
2 = − q2Ra

4πε0 (R2 − a2)
2

1.5
Ðåøàâàìå àíàëîãè÷íî íà ïðåäèøíàòà çàäà÷à, íî èìàìå è âòîðè îáðàç â öåíòúðà íà ñôåðàòà ñ ãîëåìèíà êîÿòî äà

ñúçäàâà ïîòåíöèàëà V0 âúðõó ïîâúðõíîñòòà íà ñôåðàòà:

V0 =
qnew

4πε0a2

⇒
qnew = 4πε0a

2V0

1.6
Ðåøàâà ñå êàòî ñëåäâàìå ñòúïêè àíàëîãè÷íè íà çàäà÷à 1.5 èëè ñå ñúîáðàçÿâà âåäíàãà îò ñèìåòðèÿòà, ÷å ðåàëíèÿò

çàðÿä è îáðàçà èìàò ðàçìåíåíè ìåñòà.
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