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Ëîðåíöîâèòå òðàíñôîðìàöèè çà ÷åòèðèìåðíèÿò âåêòîð íà åíåðãèÿòà è èìïóëñà (Px, Py, Pz, E/c) ïðè ïðåìèíàâàíå
îò ëàáîðàòîðíà îòïðàâíà ñèñòåìà S â ñèñòåìà S′ äâèæåùà ñå ñúñ ñêîðîñò u ïî ïîñîêà íà x ñå äàâàò êàòî:

P ′
x =

Px − Eu/c2√
1− u2/c2

, P ′
y = Py, P ′

z = Pz,

E′ =
E − Pxu√
1− u2/c2

.

Âåëè÷èíàòà êîÿòî ñå çàïàçâà ïðè ïðåìèíàâàíå îò åäíà ñèñòåìà â äðóãà å

E2 − c2P 2 = (E′)
2 − c2 (P ′)

2
= E2

0 = inv.

Êúäåòî E0 å åíåðãèÿòà â îòïðàâíà ñèñòåìà â êîÿòî íÿìàìå äâèæåíèå. Ïîñëåäíàòà ôîðìóëà çàïèñàíà çà ôîòîíà èçã-
ëåæäà òàêà:

E2 − c2P 2 = 0 ⇔ E = cP.

Çàäà÷è:

1.1
Èçìåíåíèåòî íà ÷åñòîòàòà íà åëåêòðîìàãíèòíàòà âúëíà ïðè ïðåìèíàâàíå îò åäíà îòïðàâíà ñèñòåìà â äðóãà â

îïòèêàòà å èçâåñòíà êàòî åôåêò íà Äîïëåð. Ïîëó÷åòå ôîðìóëàòà çà ðåëàòèâèñòêèàò åôåêò íà Äîïëåð, àêî ðàçãëåäàòå
ôîòîíà êàòî ÷àñòèöà ñ åíåðãèÿ E = hν.

Óêàçàíèå: Íåêà â íåïîäâèæíà îòïðàâíà ñèñòåìà S, ñâúðçàíà ñ èçòî÷íèêà, Ôîòîíà èìà åíåðãèÿ E = hν. Íåêà
îòïðàâíàòà ñèñòåìà íà íàáëþäàòåëÿ (S′) äà ñå äâèæè ñúñ ñêîðîñò u ïî ïîñîêà íà x. Çà íàáëþäàòåëÿ ïîñîêàòà íà
ðàçïðîñòðàíåíèå íà ôîòîíà ñêëþ÷âà úãúë θ′ ñ îñòà x′. Èçïîëçâàéòå è òðàíñôîðìàöèèòå çà åíåðãèÿòà, çà äà íàìåðèòå
÷åñòîòàòà íà ôîòîíà â îòïðàâíà ñèñòåìà S′.

1.2
Åôåêò íà Êîìïòúí ñå íàðè÷à ïðîöåñà íà ðàçñåéâàíå íà ôîòîí îò ñâîáîäåí åëåêòðîí. Íåêà ôîòîí ñ åíåðãèÿ E = hν

ñå ðàçñåéâà ïîä úãúë θ, ñïðÿìî ïðàâîíà÷àëíîòî ñè ðàçïðîñòðàíåíèå, îò ñâîáîäåí åëåêòðîí (ôèã. 1). Îïðåäåëåòå:
à) Íàðàñòâàíåòî íà äúëæèíàòà íà âúëíàòà íà ðàçñåÿíèÿò ôîòîí;
á) Åíåðãèÿòà è èìïóëñà íà ðàçñåÿíèÿò ôîòîí;
v) Úãúëà φ ìåæäó ïîñîêàòà íà ïàäàùèÿò ôîòîí è ïîñîêàòà, â êîÿòî çàïî÷âà äà ñå äâèæè åëåêòðîíà.
Óïúòâàíå: Èçïîëçâàéòå çàêîíèòå çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà è èìïóëñà, êàêòî è ðåëàòèâèñòêèàò èíâàðèàíò çà

åíåðãèÿòà è èìïóëñà.

θ
ϕ

E hγ ν=

' 'E hγ ν=

Ôèãóðà 1:

1.3
Çàðåäåíà ÷àñòèöà, äâèæåùà ñå ïðàâîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî ñúñ ñêîðîñò u ïðåç ìàòåðèàëíà ñðåäà ñ ïîêàçàòåë íà

ïðå÷óïâàíå n, ïðè îïðåäåëåíè óñëîâèÿ ìîæå äà èçëú÷âà ñâåòëèíà (åôåêò íà Âàâèëîâ-×åðåíêîâ). Êàòî èçïîëçâàòå
çàêîíèòå çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà è èìïóëñà îïðåäåëåòå úãúëà θ, ïîä êîéòî ñòàâà òîâà èçëú÷âàíå.

Óïúòâàíå: Èìïóëñà íà ôîòîíà ðàçïðîñòðàíÿâàù ñå â ìàòåðèàëíà ñðåäà ñ ïîêàçàòåë íà ïðå÷óïâàíå n å hν/c′, êúäåòî
c′ = c/n å ôàçîâàòà ñêîðîñò íà ñâåòëèíàòà â ñðåäàòà.

Èçëú÷âàíåòî íà Âàâèëîâ-×åðåíêîâ íå å ñâúðçàíî ñ èçìåíåíèå íà âúòðåøíîòî ñúñòîÿíèå íà ÷àñòèöàòà (ñ íåéíàòà
åíåðãèÿ íà ïîêîé). Ïðè ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà äîïóñíåòå, ÷å hν/E0 << 1.

1.4
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Àêî çà ïðåäèøíàòà çàäà÷à èìàòå ìåòàìàòåðèàë ñ îòðèöàòåëåí ïîêàçàòåë íà ïðå÷óïâàíå, òî êàæåòå â êàêâà ïîñîêà
ùå ñòàíå èçëú÷âàíåòî íà Âàâèëîâ-×åðåíêîâ?

1.5
Îò ôîòîí ñ äîñòàòú÷íî âèñîêà åíåðãèÿ ìîãàò äà ñå ðîäÿò äâîéêà åëåêòðîí ïîçèòðîí. Òàêúâ ïðîöåñ å áèë ïðåäñêàçàí

îò Äèðàê. Êàòî èçïîëçâàòå çàêîíà çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà è çàêîíà çà çàïàçâàíå íà èìïóëñà ïîêàæåòå, ÷å òàêúâ
ïðîöåñ å âúçìîæåí ñàìî, àêî â íåãî ó÷àñòâà îùå åäíà ÷àñòèöà.

1.6
Äîêàæåòå, ÷å ïðè çàäàäåíà ïúëåí èìïóëñ, ïúëíàòà åíåðãèÿ íà ñèñòåìà îò ÷àñòèöè å ìèíèìàëíà, êîãàòî òå ñå äâèæàò

ñ åäíàêâè ñêîðîñòè â åäíà è ñúùà ïîñîêà.

1.7
Èçïîëçâàéêè ðåçóëòàòà îò çàäà÷è 1.5 è 1.6 íàìåðåòå ïðàãîâàòòà (ìèíèìàëíàòà) åíåðãèÿ íà ôîòîíà ïðè êîÿòî ñå

ðàæäà äâîéêà åëåêòðîí ïîçèòðîí â ïîëåòî íà ïúðâîíà÷àëíî íåïîäâèæåí åëåêòðîí.
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Ðåøåíèÿ:

1.1
Ïîëçâàìå Ëîðåíöîâàòà òðàíñôîðìàöèÿ çà åíåðãèÿòà:

E =
E′ − P ′

xu√
1− u2

c2

êúäåòî P ′
x = P ′ cos θ = (E′/c) cos θ ñëåä çàìåñòâàíå â ãîðíîòî ðàâåíñòâî è îò÷èòàíå íà òîâà, ÷å åíåðãèÿòà íà ôîòîíà ñå

äàâà ñ E = hν â îòïðàâíà ñèñòåìà S è E′ = hν′ â ëàáîðàòîðíàòà ñèñòåìà S′ ⇒

E = hν′
1− u

c cos θ√
1− u2

c2

= hν

⇒

ν′ = ν

√
1− u2

c2

1− u
c cos θ

Åôåêòà íà Äîïëåð å ìàêñèìàëåí êîãàòî θ = 0 èëè θ = π. Ïðè θ = 0 èìàìå

ν′ = ν

√
1− u2

c2

1− u
c

= ν

√
1 + u/c

1− u/c

òîåñò òàêà íàðå÷åíîòî âèîëåòîâî îòìåñòâàíå. Ïðè θ = π èìàìå

ν′ = ν

√
1− u2

c2

1 + u
c

= ν

√
1− u/c

1 + u/c

òîâà å òàêà íàðå÷åíîòî ÷åðâåíî îòìåñòâàíå.
Èìàìå è íàïðå÷åí åôåêò íà Äîïëåð, êîãàòî θ = π/2 (ôîòîíà ñå äâèæè ïåðïåíäèêóëÿðíî íà ïîñîêàòà íà äâèæåíèå

íà íàáëþäàòåëÿ) òîãàâà èìàìå

ν′ = ν

√
1− u2

c2

òúé êàòî â ïîâå÷åòî ñëó÷àè u/c << 1 òî íàïðå÷íèÿò åôåêò íà Äîïëåð ñå ðåãèñòðèðà ïî-òðóäíî ñðàâíåíèå ñ íàäëúæíèÿò
åôåêò íà Äîïëåð.

1.2
Çàïèñâàìå çàêîíà çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà è çàêîíà çà çàïàçâàíå íà èìïóëñà, çà ðåëàòèâèñòêàòà ñèñòåìà åëåêòðîí

ôîòîí:
P⃗γ = P⃗ ′

γ + P⃗e, Eγ + E0 = E′
γ + Ee,

êúäåòî P⃗γ è Eγ ñà èìïóëñà è åíåðãèÿòà íà ïàäàùèÿò ôîòîí, P⃗ ′
γ è E′

γ ñà èìïóëñà è åíåðãèÿòà íà ðàçñåÿíèÿò ôîòîí,

P⃗e, Ee è E0 ñà èìïóëñà, ïúëíàòà ðåëàòèâèñòêà åíåðãèÿ è åíåðãèÿòà â ïîêîé íà åëåêòðîíà. Îò çàêîíà çà çàïàçâàíå íà
èìïóëñà èçðàçÿâàìå P⃗e ⇒

P⃗e = P⃗γ − P⃗ ′
γ ,

ñëåä êîåòî ïîâäèãàìå íà êâàäðàò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ⇒

P⃗ 2
e = P⃗ 2

γ +
(
P⃗ ′
γ

)2

− 2P⃗γ .P⃗
′
γ = P 2

γ +
(
P ′
γ

)2 − 2PγP
′
γ cos θ,

êúäåòî úãúë θ å úãúëà ïîä êîéòî ñå å îòêëîíèë ôîòîíà ñïðÿìî ïðàâîíà÷àëíàòà ñè ïîñîêà íà ðàçïðîñòðàíåíèå. Ïîñ-
ëåäíîòî óðàâíåíèå óìíîæàâàìå ïî c2 è îò÷èòàìå, ÷å çà ôîòîíà Pγ = Eγ/c êàêòî è P ′

γ = E′
γ/c ⇒

P 2
e c

2 = E2
γ +

(
E′

γ

)2 − 2Eγ .E
′
γ cos θ,

ñåãà èçðàçÿâàìå åíåðãèÿòà íà åëåêòðîíà îò çàêîíà çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà ⇒

Ee = Eγ + E0 − E′
γ ,
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è ïîâäèãàìå ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå íà êâàäðàò ⇒

E2
e = E2

γ + E2
0 +

(
E′

γ

)2 − 2EγE
′
γ + 2E0Eγ − 2E0E

′
γ ,

îò óðàâíåíèåòî çà P 2
e c

2 âàäèì ïîä÷ëåííî óðàâíåíèåòî çà E2
e ⇒

P 2
e c

2 − E2
e︸ ︷︷ ︸

=−E2
0

= E2
γ +

(
E′

γ

)2 − 2Eγ .E
′
γ cos θ − E2

γ − E2
0 −

(
E′

γ

)2
+ 2EγE

′
γ − 2E0Eγ + 2E0E

′
γ ,

êúäåòî ñìå èçïîëçâàëè ðåëàòèâèñòêèàò èíâàðèàíò çà åëåêòðîíà (E2
e − P 2

e c
2 = E2

0) ⇒

2EγE
′
γ (1− cos θ)− 2E0

(
Eγ − E′

γ

)
= 0.

⇒
EγE

′
γ (1− cos θ) = E0

(
Eγ − E′

γ

)
.

Íàêðàÿ èçïîëçâàìå ñúîòíîøåíèÿòà E = hν = hc/λ, E′ = hν′ = hc/λ′, E0 = mec
2 êàêòî è ∆λ = λ′ − λ ⇒

∆λ =
h

mec
(1− cos θ) .

Çà åíåðãèÿòà íà ðàçñåíèÿò ôîòîí èìàìå

E′
γ =

Eγ

1 + Eγ (1− cos θ) / (mec2)
,

P ′
γ = E′

γ/c =
Eγ/c

1 + Eγ (1− cos θ) / (mec2)
.

îò òðèúãúëíèêà íà ôèã. 2 îïðåäåëÿìå úãúëà φ ïîä êîéòî èçëèòà åëåêòðîíà:

cotφ =
Pγ − P ′

γ cos θ

P ′
γ sin θ

=
Pγ/P

′
γ − cos θ

sin θ
=

λ/λ′ − cos θ

sin θ

⇒
cotφ =

1 +∆λ/λ′ − cos θ

sin θ
=

(
1 +

Eγ

mec2

)
tan

θ

2

θ ϕ
Pγ

'P γ eP

Ôèãóðà 2:

1.3
Çàïèñâàìå çàêîíà çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà çàåäíî ñ ðåëàòèâèñòêèàò èíâàðèàíò çà åíåðãèÿòà è èìïóëñà íà ÷àñòè-

öàòà:

E1 = Eγ + E2 ⇔ E2 = Eγ − E1,

E2
1 = E2

0 + P 2
1 c

2, E2
2 = E2

0 + P 2
2 c

2,

êúäåòî E1,P1 è E2,P2 ñà ïúëíàòà ðåëàòèâèñòêàòà åíåðãèÿ è èìïóëñà íà ÷àñòèöàòà, ñúîòâåòíî ïðåäè è ñëåä èçëú÷âà-
íåòî. E0 å åíåðãèÿòà íà ÷àñòèöàòà â ïîêîé à Eγ å åíåðãèÿòà íà èçëú÷åíèÿò ôîòîí. Àêî ïîâäèãíåì íà êâàäðàò çàêîíà çà
çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà è â íåãî çàìåñòèì åíåðãèÿòà îò ðåëàòèâèñòêèàò èíâàðèàíò çà åíåðãèÿòà è èìïóëñà òî èìàìå:

P 2
2 c

2 = P 2
1 c

2 + E2
γ − 2EγE1
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à îò çàêîíà çà çàïàçâàíå íà èìïóëñà (âèæ ôèã. 3) èìàìå

P 2
2 = P 2

γ + P 2
1 − 2PγP1 cos θ

ñëåä êàòî óìíîæèì ãîðíîòî ðàâåíñòâî ñ c2 è îò÷åòåì, ÷å Pγ = nEγ/c, ïîëó÷àâàìå:

P 2
2 c

2 = E2
γn

2 + c2P 2
1 − 2ncP1Eγ cos θ

ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå âàäèì îò P 2
2 c

2 = P 2
1 c

2 + E2
γ − 2EγE1 ⇒

(
n2 − 1

) Eγ

2E1
+ 1 =

ncP1

E1
cos θ

ñåãà ìîæåì äà îò÷åòåì, ÷å Eγ/E1 << 1 ⇒

cos θ ≈ E1

ncP1
=

c

nu

ñëåäîâàòåëíî cos θ > 0 è èçëú÷âàíåòî å íàñî÷åíà ïî ïîñîêà íà äâèæåíèå íà çàðåäåíàòà ÷àñòèöà.

θ
Pγ2P

1P

Ôèãóðà 3:

1.4
Êîãàòî èìàìå ìåòàìåòåðèàë òî ïîñîêàòà íà èçëú÷âàíå íà ôîòîí çà åôåêòà íà Âàâèëîâ-×åðåíêîâ å â îáðàòíà ïîñîêà

ñïðÿìî ïîñîêàòà â êîÿòî ñå äâèæè ÷àñòèöàòà è òîâà ñå âèæäà îò ôîðìóëàòà:

cos θ ≈ c

nu
= − c

|n|u

⇒ cos θ < 0.

1.5
Íåêà äà äîïóñíåì, ÷å ïðîöåñà íà ðàæäàíå íà ïîçèòðîí è åëåêòðîí îò ôîòîí å âúçìîæåí áåç äà èìàìå äðóãà ÷àñòèöà.

Òîãàâà ìîæåì äà çàïèøåì çàêîíà çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà è èìïóëñà â îòïðàâíà ñèñòåìà â êîÿòî ïîçèòðîíà èëè
åëåêòðîíà ñà â ïîêîé, ñëåä ðàæäàíåòî ñè. Íåêà çà îïðåäåëåíîñò èçáåðåì ñèñòåìà â êîÿòî ïîçèòðîíà å â ïîêîé ⇒

Pγ = P−e,

Eγ = E−e + E0.

àêî ïîâäèãíåì íà êâàäðàò äâåòå ðàâåíñòâà è óìíîæèì ãîðíîòî ñ c2 òî èìàìå:

c2P 2
γ = c2P 2

−e,

E2
γ = E2

−e + E2
0 + 2E−eE0.

ïîëçâàéêè ðåëàòèâèñêèàò èíâàðèàíò çà åíåðãèÿòà è èìïóëñà çà ôîòîíà è åëåêòðîíà èìàìå:

E2
γ = E2

−e − E2
0 ,

E2
γ = E2

−e + E2
0 + 2E−eE0.

ñëåä êàòî èçâàäèì ïî÷ëåííî ïîñëåäíèòå äâå óðàâíåíèÿ òî èìàìå:

2E−eE0 = −2E2
0 ,

⇒
E−e = −E0,
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íî íÿìàìå îòðèöàòåëíà åíåðãèÿ òàêà, ÷å ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Òîâà ïðîòèâîðå÷èå ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å íå ìîæåì
åäíîâðåìåííî äà èçïúëíèì çàêîíà çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà è çàêîíà çà çàïàçâàíå íà èìïóëñà ⇒ ïðîöåñà íà ðàæäàíå
íà ïîçèòðîí è åëåêòðîí å íåâúçìîæåí áåç íàëè÷èåòî íà äðóãà ÷àñòèöà.

1.6
Îò ðåëàòèâèñòêèÿò èíâàðèàíò çà ñèñòåìàòà îò ÷àñòèöè èçðàçÿâàìå ïúëíàòà åíåðãèÿ â ëàáîðàòîðíàòà îòïðàâíà

ñèñòåìà:
E2 = P 2c2 + E2

c

êúäåòî Ec å åíåðãèÿòà íà ñèñòåìàòà â îòïðàâíà ñèñòåìà â êîÿòî öåíòúðà íà ìàñèòå å â ïîêîé. Ïî óñëîâèå ïúëíèÿò
èìïóëñ å ôèêñèðàí òàêà, ÷å ïúëíàòà åíåðãèÿòà ùå å ìèíèìàëíà êîãàòî ìèíèìàëíà å åíåðãèÿòà Ec. Çàïèñâàìå Ec:

Ec =
∑(

m0ic
2 + Tci

)
êúäåòî m0i å ìàñàòà íà ïîêîé íà i-òàòà ÷àñòèöà, à Tci å êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ íà i-òàòà ÷àñòèöà â ñèñòåìà öåíòúð íà
ìàñèòå. Òúé êàòî êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ íà îòäåëíèòå ÷àñòèöè å ïîëîæèòåëíà, òî Ec ùå å ìèíèìàëíà àêî çà âñÿêà
÷àñòèöà èìàìå Tci = 0, òîåñò êîãàòî â ñèñòåìà öåíòúð íà ìàñèòå âñè÷êè ÷àñòèöè ñà íåïîäâèæíè. Â ëàáîðàòîðíàòà
ñèñòåìà òîâà çíà÷è, ÷å âñè÷êè ÷àñòèöè ñå äâèæàò ñ åäíàêâà ñêîðîñò â åäíà è ñúùà ïîñîêà.

1.7
Îò ïðåäèøíàòà çàäà÷à èìàìå, ÷å ïðàãîâàòà åíåðãèÿ íà ôîòîíà ùå å òàçè ïðè êîÿòî ñëåä ðåàêöèÿòà è òðèòå ÷àñòèöè

ùå ñå äâèæàò ñ åäíàêâà ñêîðîñò â åäíà è ñúùà ïîñîêà (ïîñîêàòà íà ïàäíàëèÿò ôîòîí). Îò çàêîíà çà çàïàçâàíå íà
èìïóëñà è åíåðãèÿòà ñëåäâà:

Pγ = 3P,

Eγ + E0 = 3E,

êúäåòî Pγ å èìïóëñà íà ïàäàùèÿò ôîòîí, à P å èìïóëñà íà âñÿêà åäíà îò ÷àñòèöèòå ñëåä ðàæäàíåòî íà ïîçèòðîíà
è åëåêòðîíà. Èçïîëçâàéêè ðåëàòèâèñêèÿò èíâàðèàíò ïîëó÷àâàìå:

P =
1

c

√
E2 − E2

0 ,

Pγ =
Eγ

c

⇒
Eγ = 4E0.
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