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Óðàâíåíèÿòà íà Ìàêñóåë â äèôåðåíöèàëíà ôîðìà ñà :

∇⃗.D⃗ = ρ, (Gauss′s law)

∇⃗.B⃗ = 0, (Gauss′s law for magnetism)

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
, (Faraday′s law)

∇⃗ × H⃗ = j +
∂D⃗

∂t
, (Ampere′s law)

êúäåòî E⃗ å èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå, B⃗ å èíòåíçèòåòà íà ìàãíèòíîòî ïîëå, D⃗ å åëåêòðè÷íàòà èíäóêöèÿ
(D⃗ = ε0E⃗+P⃗ , P⃗ å âåêòîðà íà ïîëÿðèçàöèÿ, çà ëèíåéíè ñðåäè èìàìå D⃗ = εE⃗), H⃗ å ìàãíèòíàòà èíäóêöèÿ (H⃗ = B⃗/µ0−M⃗ ,

M⃗ å âåêòîðà íà ìàãíèòèçàöèÿ, çà ëèíåéíè ñðåäè èìàìå H⃗ = B⃗/µ), ρ å ïëúòíîñò íà ñâîáîäíèòå åëåêòðè÷íè çàðÿäè, j
å ïëúòíîñò íà åëåêòðè÷íèÿò òîê îò ñâîáîäíèòå çàðÿäè.
Çàäà÷è:
1.1
Ïëîñêî-ìîíîõðîìàòè÷íà âúëíà ñ ÷åñòîòà ω ñå ðàçïðîñòðàíÿâà â ïîñîêà z. Åëåêòðè÷íîòî è ìàãíèòíîòî ïîëå íà

âúëíàòà ñå äàâàò êàòî:

E⃗I (z, t) = [E0I , 0, 0] exp (ik1z − iωt) ,

B⃗I (z, t) =

[
0,

E0I

v1
, 0

]
exp (ik1z − iωt) ,

òîåñò âúëíàòà å ïîëÿðèçèðàíà, êàòî åëåêòðè÷íîòî ïîëå å â íàïðàâëåíèå x à ìàãíèòíîòî ïîëå â íàïðàâëåíèå y. Âúëíàòà
ïàäà ïåðïåíäèêóëÿðíî íà ãðàíèöàòà ìåæäó äâå ñðåäè, êàêòî å ïîêàçàíî íà ôèã. 1. Îò ëÿâî ñðåäàòà èìà åëåêòðè÷íà è
ìàãíèòíà âúçïðèåì÷èâîñò ε1 è µ1 à îò äÿñíî ñðåäàòà èìà åëåêòðè÷íà è ìàãíèòíà âúçïðèåì÷èâîñò ε2 è µ2. Ñêîðîñòòà
íà ðàçïðîñòðàíåíèå íà âúëíàòà îò ëÿâî å v1 à îò äÿñíî å v2. Íàìåðåòå åëåêòðè÷íèÿò èíòåíçèòåò (è ìàãíèòíèÿò) íà
ïðåìèíàëàòà è îòðàçåíàòà âúëíà.

Óïúòâàíå: ïðåìèíàëàòà âúëíà, ùå èìà åëåêòðè÷íî è ìàãíèòíî ïîëå îò âèäà:

E⃗T (z, t) = [E0T , 0, 0] exp (ik2z − iωt) ,

B⃗T (z, t) =

[
0,

E0T

v2
, 0

]
exp (ik2z − iωt) ,

à îòðàçåíàòà âúëíà ùå å îò âèäà:

E⃗R (z, t) = [E0R, 0, 0] exp (−ik1z − iωt) ,

B⃗R (z, t) =

[
0,−E0R

v1
, 0

]
exp (−ik1z − iωt) .

1.2
Îñîáåíî ìîäåðíî â ïîñëåäíîòî äåñåòèëåòèå å ñúçäàâàíåòî íà òàêà íàðå÷åíèòå ìåòàìàòåðèàëè. Òîâà ñà èçêóñòâåíè

ìàòåðèàëè, ïðîåêòèðàíè äà èìàò ñâîéñòâà, êîèòî íå ñà äîñòúïíè â ïðèðîäàòà. Åäèí òèïè÷åí ïðèìåð çà ìåòàìàòåðèàë,
å ìàòåðèàë ñ åäíîâðåìåííî îòðèöàòåëíà äèåëåêòðè÷íà è ìàãíèòíà ïðîíèöàåìîñò. Êàòî ñëåäñòâèå, òàêúâ ìàòåðèàë èìà
è îòðèöàòåëåí ïîêàçàòåë íà ïðå÷óïâàíå.

Çà ìàòåðèàëè ñ îòðèöàòåëåí ïîêàçàòåë íà ïðå÷óïâàíå å èçâåñòíî, ÷å âåêòîðúò íà Ïîéíòèíã (âåêòîðúò, êîéòî ïî-
êàçâà ïîñîêàòà íà åíåðãèéíèÿ ïîòîê - ïîñîêàòà íà ðàçïðîñòðàíåíèå íà ñâåòëèíàòà) è âúëíîâèÿò âåêòîð (âåêòîðúò,
êîéòî ïîêàçâà ïîñîêàòà íà èìïóëñà) èìàò ïðîòèâîïîëîæíè ïîñîêè, äîêàòî çà ìàòåðèàëè ñ ïîëîæèòåëåí ïîêàçàòåë íà
ïðå÷óïâàíå, âåêòîðúò íà Ïîéíòèíã è âúëíîâèÿò âåêòîð èìàò åäíàêâè ïîñîêè.

Íàìåðåòå çà ïðåäèøíàòà çàäà÷à èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå íà ïðåìèíàëàòà âúëíà, êàêòî è íà îòðàçåíàòà
àêî ñðåäàòà îò ëÿâî èìà åëåêòðè÷íà è ìàãíèòíà ïðîíèöàåìîñò ñúîòâåòíî ε0 è µ0 (òîâà å âàêóóì) à îò äÿñíî èìàìå
åëåêòðè÷íà è ìàãíèòíà ïðîíèöàåìîñò ñúîòâåòíî −ε0 è −µ0 (òîâà å òàêà íàðå÷åíèÿò àíòèâàêóóì).

1.3
Àêî èìàòå ïîâúðõíîñòíè òîêîâå ñ ïëúòíîñò j òî ðåøåòå çàäà÷à 1.1
1.4
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Ôèãóðà 1:

Íàìåðåòå ÷åñòîòàòà íà ñâîáîäíèòå êîëåáàíèÿ íà ïëàçìà, êîÿòî å ñúñòàâåíà îò åëåêòðîíè è ïîëîæèòåëíè éîíè, ñúñ
çàðÿä ðàâåí íà çàðÿäà íà åëåêòðîíà, è áðîé â åäèíèöà îáåì N = Ni = Ne.

Óïúòâàíå: èçïîëçâàéòå ìîäåëà íà ïëàçìà, â êîÿòî çàðåäåíèòå ÷àñòèöè íå ñå óäðÿò, à ñå äâèæàò â ñóìàðíî åëåêò-
ðè÷íî ïîëå, êîåòî ñàìè ñúçäàâàò. Ðàçãëåäàéòå îòìåñòâàíåòî íà åëåêòðîíèòå ñïðÿìî éîíèòå è èçïîëçâàéòå ðåçóëòàòà çà
åëåêòðè÷íîòî ïîëå íà ïëîñúê êîíäåíçàòîð. Äâèæåíèåòî íà éîíèòå, ìîæå äà ïðåíåáðåãíåòå ïîíåæå ìàñàòà íà éîíèòå å
ìíîãî ïî-ìàëêà îò ìàñàòà íà åëåêòðîíèòå.

1.5
Ñôåðà ñ ðàäèóñ R ñå ïîäúðæà ïðè ïîòåíöèàë V (θ,R) = V0 sin

2 (θ/2) íàìåðåòå ïîòåíöèàëà âúòðå â ñôåðàòà (r < R).
1.6
Çà ïðåäèøíàòà çàäà÷à íàìåðåòå ïîòåíöèàëà èçâúí ñôåðàòà (r > R).

1.7
Íåçàðåäåíà ìåòàëíà ñôåðà ñ ðàäèóñ R å ïîñòàâåíà â èíà÷å åäíîðîäíîòî åëåêòðè÷íî ïîëå ñ ãîëåìèíà E⃗ = E0z⃗ (ôèã

2). Íàìåðåòå ïîòåíöèàëà èçâúí ñôåðàòà êàêòî è èíäóöèðàíèÿò ïî ïîâúðõíîñòòà çàðÿä âúðõó ñôåðàòà.
Óïúòâàíå: Åëåêòðè÷íîòî ïîëå, ùå îòìåñòè ïîëîæèòåëíèòå çàðÿäè êúì ñåâåðíèÿò ïîëþñ à îòðèöàòåëíèòå çàðÿäè

êúì þæíèÿò ïîëþñ (ôèã 2). Òàêà èíäóöèðàíèòå åëåêòðè÷íè çàðÿäè ùå ïðîìåíÿò åëåêòðè÷íîòî ïîëå â áëèçîñò äî
ñôåðàòà. Çà äà ðåøèòå çàäà÷àòà ïîëçâàéòå è ðåçóëòàòà îò ïðåäèøíèòå çàäà÷è.

Ôèãóðà 2:
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1.1
Çà äà íàìåðèì åëåêòðè÷íîòî ïîëå íà ïðåìèíàëàòà âúëíà è íà îòðàçåíàòà, ùå ïîëçâàìå ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ ïðè-

ëîæåíè íà ðàâíèíàòà ìåæäó äâåòå ñðåäè:

E
∥
1 = E

∥
1 , ε1E

⊥
1 = ε2E

⊥
2 ,

B⊥
1 = B⊥

2 ,
B

∥
1

µ1
=

B
∥
2

µ2
.

ïîíåæå íÿìàìå êîìïîíåíòè íà åëåêòðè÷íîòî è ìàãíèòíîòî ïîëå ïî îñòà z òî òðèâèàëíî ñå èçïúëíÿâàò B⊥
1 = B⊥

2 = 0
è ε1E

⊥
1 = ε2E

⊥
2 = 0 îò äðóãèòå äâå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ èìàìå:

E0I + E0R = E0T

1

µ1

(
E0I

v1
− E0R

v1

)
=

1

µ2

E0T

v2
⇔ E0I − E0R =

µ1v1
µ2v2︸ ︷︷ ︸
=β

E0T

⇒

E0R =

(
1− β

1 + β

)
E0I ,

E0T =

(
2

1 + β

)
E0I

1.2
Ðåøàâà ñå êàêòî ïðåäèøíàòà çàäà÷à ðàçëèêàòà å, ÷å ñåãà êîåôèöèåíòà β ñå äàâà êàòî:

β =
µ1v1
µ2v2

=
µ0v0

(−µ0) (−v0)
= 1

⇒

E0R =

(
1− β

1 + β

)
E0I = 0,

E0T =

(
2

1 + β

)
E0I = E0I

1.3
Àíàëîãè÷íî íà çàäà÷à 1.1 èìàìå ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ:

E
∥
1 = E

∥
1 , ε1E

⊥
1 = ε2E

⊥
2 ,

B⊥
1 = B⊥

2 ,
B

∥
1

µ1
− B

∥
2

µ2
= j.

ïîíåæå íÿìàìå êîìïîíåíòè íà åëåêòðè÷íîòî è ìàãíèòíîòî ïîëå ïî îñòà z òî òðèâèàëíî ñå èçïúëíÿâàò B⊥
1 = B⊥

2 = 0
è ε1E

⊥
1 = ε2E

⊥
2 = 0 îò äðóãèòå äâå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ èìàìå:

E0I + E0R = E0T

E0I

µ1v1
− E0R

µ1v1
− E0T

µ2v2
= j ⇔ E0R =

(
1− β

1 + β

)
E0I − j

µ1v1
1 + β

⇒

E0R =

(
1− β

1 + β

)
E0I − j

µ1v1
1 + β

,

E0T =

(
2

1 + β

)
E0I − j

µ1v1
1 + β

1.4
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Ðàçãëåæäàìå åäèí áåçêðàéíî äúëúã è ïëîñúê ñëîé îò ïëàçìàòà, â êîÿòî çàðåäåíèòå ÷àñòèöè íå ñå óäðÿò, à ñå
äâèæàò â ñóìàðíî åëåêòðè÷íî ïîëå, êîåòî ñàìè ñúçäàâàò. Ïðè îòìåñòâàíå íà åëåêòðîíèòå ïåðïåíäèêóëÿðíî íà ñëîÿ
íà ðàçñòîÿíèå x, âúçíèêâà åëåêòðè÷íî ïîëå E, èäåíòè÷íî íà ïîëåòî íà ïëîñúê êîíäåíçàòîð (âèæ ôèã. 3). Òîâà ïîëå
E å ïðîïîðöèîíàëíî íà åôåêòèâíàòà ïîâúðõíèíà ïëúòíîñò íà çàðÿäèòå σ = q/s = NV e/S = xeN , êîÿòî âúçíèêâà â
îáëàñòèòå íà íåêîìïåíñèðàíèòå çàðÿäè íà ïîâúðõíîñòòà íà ñëîÿ (E = σ/ε0). Ïîëåòî E ñúçäàâà ñèëà F êîÿòî äåéñòâà
âúðõó âñåêè åëåêòðîí:

F = eE =
e2N

ε0
x.

Òàçè ñèëà å íàñî÷åíà ñðåùó îòìåñòâàíåòî, òîåñò ñòðåìè ñå äà âúðíè åëåêòðîíèòå îò ïîâúðõíîñòíèÿò ñëîé îáðàòíî
â ïëàçìàòà. Òîãàâà çàêîíà íà Íþòîí çàïèñàí çà åëåêòðîíèòå ïîä äåéñòâèåòî íà òàçè ñèëà å:

ma = m
d2x

dt2
= −e2N

ε0
x

êîåòî å óðàâíåíèå íà îñöèëàòîð ñ ÷åñòîòà ω:

ω =

√
e2N

mε0

 

Ôèãóðà 3:

1.5
Â ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ å

∆V =
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂V

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂V

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2V

∂ϕ2
= 0

îò ñèìåòðèÿòà íà çàäà÷àòà ñëåäâà, ÷å ∂V
∂ϕ = 0 è ñëåä ïðèëàãàíå íà ìåòîäà íà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå (V (r, θ) =

R (r)Θ (θ)) ⇒
1

R2

∂

∂r

(
r2

∂R

∂r

)
+

1

Θ sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
= 0

ïúðâèÿò ÷ëåí çàâèñè ñàìî îò r à âòîðèÿò çàâèñè ñàìî îò θ ⇒ âñåêè åäèí å êîíñòàíòà

1

R2

∂

∂r

(
r2

∂R

∂r

)
= l (l + 1) ,

1

Θ sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
= −l (l + 1)

ðàäèàëíîòî óðàâíåíèå èìà ðåøåíèå R (r) = Arl+B(r)−l−1 äîêàòî úãëîâîòî óðàâíåíèå èìà ðåøåíèÿ ïîëèíîìèòå íà Ëüî-
æàíäúðΘ(θ) = Pl (cos θ), êúäåòî Pl (x) =

1
2l

1
l!

(
d

dxl (x
2 − 1)l

)
http://mathworld.wolfram.com/LegendrePolynomial.html

⇒ îáùîòî ðåøåíèå å:

V (r, θ) =
∞∑
l=0

(
Alr

l +
Bl

rl+1

)
Pl (cos θ)
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ïîíåæå òúðñèì ïîòåíöèàëà âúòðå â ñôåðàòà, à ïðè r → 0 áèõìå èìàëè ñèíãóëÿðíîñòè òî òðÿáâà Bl = 0 à ïðè
r = R ⇒ V (R, θ) = V0 sin

2 (θ/2) ⇒
∞∑
l=0

AlR
lPl (cos θ) = V0 sin

2 (θ/2) =
V0

2
(1− cos θ) =

V0

2
(P0 (cos θ)− P1 (cos θ))

⇒

A0 =
V0

2

A1 = − V0

2R

è âñè÷êè îñòàíàëè Al = 0 ⇒
V (r, θ) =

V0

2

(
1− r

R
cos θ

)
1.6
Ðåøàâà ñå êàòî ïðåäèøíàòà çàäà÷à, äî ìîìåíòà â êîéòî ñìå íàìåðèëè îáùèÿò âèä íà ïîòåíöèàëà, áåç äà ñìå

íàëîæåëè ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ, òîåñò èìàìå ñëåäíèÿò ïîòåíöèàë

V (r, θ) =
∞∑
l=0

(
Alr

l +
Bl

rl+1

)
Pl (cos θ)

î÷åâèäíî ïðè r → ∞, V → 0 ⇒ Al = 0 ⇒

V (r, θ) =

∞∑
l=0

Bl

rl+1
Pl (cos θ)

íàëàãàéêè ãðàíè÷íîòî óñëîâèå âúðõó ñôåðàòà èìàìå:

∞∑
l=0

Bl

Rl+1
Pl (cos θ) = V0 sin

2 (θ/2) =
V0

2
(1− cos θ) =

V0

2
(P0 (cos θ)− P1 (cos θ))

⇒

B0 =
V0R

2

B1 = −V0R
2

2

à âñè÷êè îñòàíàëè Bl = 0 ⇒
V (r, θ) =

V0R

2r

(
1− R

r
cos θ

)
1.7
Ïîíåæå ñôåðàòà å ìåòàëíà, òî ïîâúðõíîñòòà è å åêâèïîòåíöèàëíà. Íà äàëå÷ îò ñôåðàòà òðÿáâà äà èìàìå õîìîãåí-

íîòî ïîëå, êîåòî èìàìå ïðè îòñúñòâèå íà ñôåðàòà E⃗ = E0z⃗ ⇒ V → −E0z + const ïîíåæå íà åêâàòîðèàëíàòà ðàâíèíà
ïîòåíöèàëà å íóëà òî è const = 0 è íèå èìàìå ñëåäíèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ:

V = 0, r = R

V → −E0r cos θ r >> R

Ïîëçâàéêè ïîòåíöèàëà íà ñôåðàòà îò ïðåäèøíèòå çàäà÷è èìàìå:

V (r, θ) =
∞∑
l=0

(
Alr

l +
Bl

rl+1

)
Pl (cos θ)

îò ãîðíèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ⇒

AlR
l +

Bl

Rl+1
= 0 ⇔ Bl = −AlR

2l+1

∞∑
l=0

(
Alr

l +
−AlR

2l+1

rl+1

)
Pl (cos θ) ≈

∞∑
l=0

Alr
lPl (cos θ) = −E0r cos θ
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⇒ A1 = −E0 à âñè÷êè îñòàíàëè Al = 0 èëè îêîí÷àòåëíî èìàìå:

V (r, θ) = −E0

(
r − R3

r2

)
cos θ

àêî èñêàìå äà çíàåì èíäóöèðàíèÿò çàðÿä âúðõó ñôåðàòà òî ìîæå ëåñíî äà ãî íàìåðèì îò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ ìåæäó
âàêóóìà è ìåòàëà (â ìåòàëà íÿìàìå ïîëå) ⇒

σ (θ) = −ε0
∂V

∂r
|r=R = ε0E0

(
1 + 2

R3

r3

)
cos θ|r=R = 3ε0E0 cos θ

6


