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Çàäà÷è:
1.1
Ðåçîíàòîðíà êóòèÿ, êîÿòî å ïîêàçàíà íà ôèã. 1, å êóõà îò âúòðå, èìà ðàçìåðè a, b, d è å íàïðàâåíà îò ïåðôåêòíè

ïðîâîäíèöè. Ïîêàæåòå, ÷å ìîãàò äà ñå ðàçïðîñòðàíÿâàò âúëíè â êóòèÿòà ñ òî÷íî îïðåäåëåíè ÷åñòîòè îò âèäà:

ω = cπ

√
(m/a)

2
+ (n/b)

2
+ (l/d)

2
, n,m, l = 0, 1, 2, ...

Ôèãóðà 1:

Óïúòâàíå: Òúðñåòå ðåøåíèÿòà íà åëåêòðè÷íîòî è ìàãíèòíîòî ïîëå â ñëåäíèÿò âèä:

E⃗ (z, t) = E⃗0 (x, y, z) exp (−iωt) , B⃗ (z, t) = B⃗0 (x, y, z) exp (−iωt) .

Êîèòî òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâàò óðàâíåíèÿòà íà Ìàêñóåë âúâ âàêóóì çàåäíî ñ ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ âúðõó ñòåíèòå íà
êóòèÿòà.

1.2
Ïðîâîäíèê èìàù ôîðìàòà íà áåçêðàåí è êóõ öèëèíäúð ñ ðàäèóñ a (ôèã 2) å ðàçðÿçàí ïî îñòà ñè íà äâå ðàâíè

÷àñòè, êîèòî ñà ðàçäåëåíè íà íå ãîëÿìî ðàçñòîÿíèå åäíà îò äðóãà. Àêî åäíàòà ïîëîâèíà îò öèëèíäúðà ñå ïîäúðæà ïðè
ïîòåíöèàë V1 à äðóãàòà ïðè ïîòåíöèàë V2 òî ïîêàæåòå, ÷å ïîòåíöèàëà â òî÷êàòà ñ êîîðäèíàòè r, θ â ïðîñòðàíñòâîòî
ìåæäó ïëàñòèíèòå èìà ïîòåíöèàë:

V =
V1 + V2

2
+ 2

V1 − V2

π

∞∑
n=1

(−1)
n−1

2n− 1

( r
a

)2n−1

cos [(2n− 1) θ]

Ôèãóðà 2:

Ïðèíöèïà íà ìèíèìàëíîòî äåéñòâèå, êîéòî ñòå èçïîëçâàëè â ìåõàíèêàòà çà äà èçâåäåòå óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòîí
å óíèâåðñàëåí ïðèíöèï. Ñåãà ùå ãî èçïîëçâàìå çà äà èçâåäåì çàêîíèòå â ãåîìåòðè÷íàòà îïòèêà (çàêîíà çà îòðàæåíèå
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è çà ïðå÷óïâàíå íà ëú÷èòå). Â îïòèêàòà ïðèíöèïà íà ìèíèìàëíîòî äåéñòâèå å èçâåñòåí êàòî ïðèíöèïà íà Ôåðìà
(Fermat's principle).

Ïðèíöèïà íà Ôåðìà ãëàñè:
Ñâåòëèíàòà èçìèíàâà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâå òî÷êè À è Á çà íàé-êðàòêî âðåìå.

1.3
Èçïîëçâàéêè ïðèíöèïà íà Ôåðìà èçâåäåòå çàêîíà çà îòðàæåíèå íà ñâåòëèíàòà (úãúëà íà ïàäàíå å ðàâåí íà úãúëà íà

îòðàæåíèå). Çà öåëòà ðàçãëåäàéòå èçòî÷íèê íà ñâåòëèíà (òî÷êà À) è íàáëþäàòåë (òî÷êà Â) ðàçïîëîæåíè íàä îãëåäàëî
êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèã 3.

A

B

C

a
b

x
d

α β

Ôèãóðà 3:

1.4
Èçïîëçâàéêè ïðèíöèïà íà Ôåðìà èçâåäåòå çàêîíà íà Ñíåëèóñ. Çà öåëòà ðàçãëåäàéòå èçòî÷íèê íà ñâåòëèíà (òî÷êà

À) ðàçïîëîæåí â ñðåäà ñ ïîêàçàòåë íà ïðå÷óïâàíå n1 è íàáëþäàòåë (òî÷êà Â) ðàçïîëîæåí â ñðåäà ñ ïîêàçàòåë íà
ïðå÷óïâàíå n2 êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèã 4.

A

B

a

b

x
d

α

β

C

Ôèãóðà 4:

1.5
Ñïàñèòåë ñòîè íà áðåãà êîãàòî çàáåëÿçâà äàâåù ñå âúâ âîäàòà êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèã 5. Ñïàñèòåëÿò áÿãà ñúñ

ñêîðîñò v1 à ìîæå äà ïëóâà ñúñ ñêîðîñò v2. Íàìåðåòå â êîÿ òî÷êà îò áðåãà òîé òðÿáâà äà âëåçíå âúâ âîäàòà (x =?) çà
äà ìîæå íàé-áúðçî äà ñòèãíå äî äàâåùèÿò ñå.

Çàáåëåæêà :
Èçïîëçâàéòå ïðèíöèïà íà Ôåðìà çà äà ðåøèòå çàäà÷àòà.
1.6
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Земя Море

L

b

a

X=?

Ôèãóðà 5:

Äàäåíè ñà äâå òî÷êè À è Â, ðàçïîëîæåíè íà ðàçëè÷íà âèñî÷èíà, êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ æèöà. Äîêàæåòå, ÷å êðèâàòà,
ïî êîÿòî ïðúñòåí÷åòî ùå ñå ñïóñíå ïîä äåéñòâèå íà ñèëàòà íà òåæåñòòà îò òî÷êà À äî òî÷êà Â çà íàé-êðàòêî âðåìå, å
äúãà îò öèêëîèäà.

Çàáåëåæêà:
Åäíà êðèâà y (x) å öèêîëèäà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî:(

dy

dx

)2

+ 2y

(
d2y

dx2

)
+ 1 = 0

Ðåøåíèÿ:

1.1
Òúðñèì ðåøåíèå íà åëåêòðè÷íîòî è ìàãíèòíîòî ïîëå îò âèäà:

E⃗ (z, t) = E⃗0 (x, y, z) exp (−iωt) , B⃗ (z, t) = B⃗0 (x, y, z) exp (−iωt) .

êîèòî äà óäîâëåòâîðÿâàò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ íà ïîâúðõíîñòòà íà êóòèÿòà:

E∥ = 0, B⊥ = 0.

çàåäíî ñ óðàâíåíèÿòà íà Ìàêñóåë âúâ âàêóóì. Îò óðàâíåíèÿòà íà Ìàêñóåë èìàìå:

∇⃗.E⃗ = 0 ⇒ ∇⃗.E⃗0 (x, y, z) = 0; ∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
⇒ ∇⃗× E⃗0 (x, y, z) = iωB⃗0 (x, y, z) ;

∇⃗.B⃗ = 0 ⇒ ∇⃗.B⃗0 (x, y, z) = 0; ∇⃗ × B⃗ =
1

c2
∂E⃗

∂t
⇒ ∇⃗× B⃗0 (x, y, z) = − iω

c2
E⃗0 (x, y, z) .

Îò óðàâíåíèå ∇⃗ × E⃗0 = iωB⃗0 ñå âèæäà, ÷å àêî çíàåì E⃗0 òî âåäíàãà íàìèðàìå è B⃗0 òàêà, ÷å íåêà äà íàìåðèì ïîëåòî
E⃗0. Çà öåëòà âçèìàìå ðîòàöèÿ íà óðàâíåíèå ∇⃗ × E⃗0 = iωB⃗0 ⇒

∇⃗×
(
∇⃗ × E⃗0

)
= ∇⃗.E⃗0︸ ︷︷ ︸

=0

− ∇⃗2E⃗0 = iω
(
∇⃗ × B⃗0

)
= iω

(
− iω

c2
E⃗0

)
⇒

∆E⃗0 = −ω2

c2
E⃗0
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èëè ïî êîìïîíåíòè èìàìå:

∆E0x = −ω2

c2
E0x,

∆E0y = −ω2

c2
E0y,

∆E0z = −ω2

c2
E0z.

Ðåøàâàìå ãîðíèòå óðàâíåíèÿ ÷ðåç ìåòîäà íà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå, ïðèìåðíî âçèìàìå óðàâíåíèåòî çà E0x è
òúðñèì E0x (x, y, z) = X (x)Y (y)Z (z) ⇒

Y (y)Z (z)
∂2X (x)

∂x2
+X (x)Z (z)

∂2Y (y)

∂y2
+X (x)Y (y)

∂2Z (z)

∂z2
= −ω2

c2
X (x)Y (y)Z (z) ⇒

1

X (x)

∂2X (x)

∂x2︸ ︷︷ ︸
=−k2

x

+
1

Y (y)

∂2Y (y)

∂y2︸ ︷︷ ︸
=−k2

y

+
1

Z (z)

∂2Z (z)

∂z2︸ ︷︷ ︸
=−k2

z

= −ω2

c2

ïîñëåäíèòå íåçàâèñèìè óðàâíåíèÿ ñà íà õàðìîíè÷åí îñöèëàòîð è ñëåäîâàòåëíî ðåøåíèåòî ñå äàâà êàòî:

E0x (x, y, z) = [A sin (kxx) +B cos (kxx)] [C sin (kyy) +D cos (kyy)] [E sin (kzz) + F cos (kzz)]

îò ãðàíè÷íîòî óñëîâèå E⃗∥ = 0 ⇒

E0x (x, 0, z) = E0x (x, y, 0) = 0 ⇒ D = F = 0,

E0x (x, b, z) = E0x (x, y, d) = 0 ⇒ ky = nπ/b, kz = lπ/d

⇒
E0x (x, y, z) = [A sin (kxx) +B cos (kxx)] sin (kyy) sin (kzz) ,

èìàìå àíàëîãè÷íî è çà äðóãèòå êîìïîíåíòè

E0y (x, y, z) = sin (kxx) [C sin (kyy) +D cos (kyy)] sin (kzz) ,

E0z (x, y, z) = sin (kxx) sin (kyy) [E sin (kzz) + F cos (kzz)] ,

kx = mπ/a

Ñåãà âçèìàìå ∇⃗.E⃗0 = 0 ⇒

kx [A cos (kxx)−B sin (kxx)] sin (kyy) sin (kzz) + ky sin (kxx) [C cos (kyy)−D sin (kyy)] sin (kzz)+

+kz sin (kxx) sin (kyy) [E cos (kzz)− F sin (kzz)] = 0,

â ÷àñòíîñò àêî èçáåðåì x = 0 èìàìå:
kxA sin (kyy) sin (kzz) = 0 ⇒ A = 0.

Àíàëîãè÷íî àêî èçáåðåì y = 0 èìàìå C = 0 à îò z = 0 èìàìå E = 0 ⇒

E0x (x, y, z) = B cos (kxx) sin (kyy) sin (kzz) ,

E0y (x, y, z) = D sin (kxx) cos (kyy) sin (kzz) ,

E0z (x, y, z) = F sin (kxx) sin (kyy) cos (kzz) .

è
kxB + kyD + kzF = 0,

Ìàãíèòíîòî ïîëå íàìèðàìå îò óðàâíåíèåòî ∇⃗ × E⃗0 = iωB⃗0 ⇒

B0x (x, y, z) = − i

ω

(
∂E0z

∂y
− ∂E0y

∂z

)
= − i

ω
[kyF sin (kxx) cos (kyy) cos (kzz)− kzD sin (kxx) cos (kyy) cos (kzz)] ,

B0y (x, y, z) = − i

ω

(
∂E0x

∂z
− ∂E0z

∂x

)
= − i

ω
[kzB cos (kxx) sin (kyy) cos (kzz)− kxF cos (kxx) sin (kyy) cos (kzz)] ,

B0z (x, y, z) = − i

ω

(
∂E0y

∂x
− ∂E0x

∂y

)
= − i

ω
[kxD cos (kxx) cos (kyy) sin (kzz)− kyB cos (kxx) cos (kyy) sin (kzz)] .
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êîåòî àâòîìàòè÷íî óäîâëåòâîðÿâà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ B⃗⊥ = 0 ⇔

B0x (0, y, z) = B0x (a, y, z) = 0,

B0y (x, 0, z) = B0y (x, b, z) = 0,

B0z (x, y, 0) = B0z (x, y, d) = 0.

êàêòî è óñëîâèåòî ∇⃗.B⃗0 = 0 ïîíåæå âúëíîâèòå ÷èñëà òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâàò

−ω2

c2
= −k2x − k2y − k2z ⇒

ω = cπ

√
(l/d)

2
+ (m/a)

2
+ (n/b)

2

1.2
Ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ â öèëèíäðè÷íè êîîðäèíàòè è îò÷èòàìå, ÷å çà áåçêðàéíî äúëúã ïðîâîäíèê ðåçóë-

òàòà íå òðÿáâà äà çàâèñè îò êîîðäèíàòàòà z ⇒

∆V = 0 ⇔ ∂2V

∂r2
+

1

r

∂V

∂r
+

1

r2
∂2V

∂θ2
= 0

ñëåä ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå â ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå èìàìå ðåøåíèå, êîåòî ñå äàâà êàòî:

V =

∞∑
m=0

( r
a

)m

[Am cos (mθ) +Bm sin (mθ)]

êîåôèöèåíòèòå Am è Bm ùå íàìåðèì îò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ âúðõó äâåòå ïîâúðõíèíè íà öèëèíäðè÷íèÿò ïðîâîäíèê.
Ïîíåæå ïðè r = a èìàìå V (−θ) = V (θ) (âèæ ôèã 2) òî ñëåäâà, ÷å Bm = 0. Êîåôèöèåíòèòå Am ùå íàìåðèì êàòî
V (a, θ) óìíîæèì ñ cos (nθ) (ïðè n ̸= 0) è èíòåãðèðàìå ïî θ ⇒∫ 2π

0

V cos (nθ) dθ =

∫ π/2

−π/2

V1 cos (nθ) dθ +

∫ 3π/2

π/2

V2 cos (nθ) dθ =
2 (V1 − V2)

n
sin

(nπ
2

)
a îò÷èòàéêè, ÷å

∫ 2π

0
cos (mθ) cos (nθ) dθ = πδm,n ⇒

An =
2 (V1 − V2)

πn
sin

(nπ
2

)
a ïðè n = 0 ⇒ A0 = V1+V2

2 èëè îêîí÷àòåëíî èìàìå

V =
V1 + V2

2
+ 2

V1 − V2

π

∞∑
n=1

(−1)
n−1

2n− 1

( r
a

)2n−1

cos [(2n− 1) θ]

1.3
Íàé-áúðçèÿò ïúò îò òî÷êà À äî îãëåäàëîòî è îò òî÷êà Â äî îãëåäàëîòî ñà ïðàâè ëèíèè. Åäèíñòâåíèÿò âúïðîñ å,

êúäå âúðõó îãëåäàëîòî òðÿáâà äà áúäå òî÷êàòà íà îòðàæåíèå Ñ? Íåêà x äà å õîðèçîíòàëíîòî ðàçñòîÿíèå îò òî÷êà À
äî òî÷êà íà îòðàæåíèå Ñ. Âðåìåòî çà êîåòî ëú÷úò ïúòóâà îò À äî Ñ å t1 = AB/c, à âðåìåòî çà êîåòî ëú÷à ñòèãà îò
òî÷êà Ñ äî òî÷êà Â å t2 = BC/c, êúäåòî c å ñêîðîñòòà íà ñâåòëèíàòà âúâ âàêóóì. Òîãàâà ïúëíîòî âðåìå å:

t = t1 + t2 =
AB

c
+

BC

c
=

√
a2 + x2

c
+

√
b2 + (d− x)

2

c
, (2)

òúðñèì åêñòðåìàëíîòî âðåì ⇒
dt

dx
= 0 ⇔ x

c
√
a2 + x2

− d− x

c

√
b2 + (d− x)

2
= 0,

êàòî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ìîæåì äà çàïèøåì êàòî:

x√
a2 + x2

=
d− x

c

√
b2 + (d− x)

2
⇔ sinα = sinβ ⇔ α = β.
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1.4
Íàé-áúðçèÿò ïúò âúâ âñÿêàêâà ñðåäà å ïðàâà ëèíèÿ. Åäèíñòâåíèÿò âúïðîñ å, êúäå íà ãðàíèöàòà ìåæäó äâåòå ñðåäè

òðÿáâà äà áúäå òî÷êàòà íà ïðå÷óïâàíå Ñ? Íåêà ñ x äà îçíà÷èì õîðèçîíòàëíîòî ðàçñòîÿíèå îò òî÷êà À äî òî÷êà íà
ïðå÷óïâàíå Ñ. Âðåìåòî çà êîåòî ñâåòëèíàòà ñòèãà îò À äî Â å:

t = t1 + t2 =
AB

v1
+

BC

v2
=

√
a2 + x2

v1
+

√
b2 + (d− x)

2

v2
, (3)

òúðñèì åêñòðåìàëíîòî âðåì ⇒
dt

dx
= 0 ⇔ x

v1
√
a2 + x2

− d− x

v2

√
b2 + (d− x)

2
= 0,

êàòî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ìîæåì äà çàïèøåì êàòî:

x

v1
√
a2 + x2

=
d− x

v2

√
b2 + (d− x)

2
⇔ 1

v1
sinα =

1

v2
sinβ ⇔ sinα

sinβ
=

n2

n1
.

1.5
Ðåøàâà ñå êàòî ïîëçâàìå çàêîíà íà Ñíåëèóñ.

1.6
Íåêà y (x) å òúðñåíàòà êðèâà. Ïðè äâèæåíèåòî ñè ïî êðèâàòà ïðúñòåí÷åòî èìà ñêîðîñò v =

√
2gy. Òúé êàòî òúðñèì

êðèâà, ïî êîÿòî äâèæåíèåòî ñå èçâúðøâà çà íàé-êðàòêî âðåìå, ùå íàïðàâèì àíàëîãèÿ ñ ïðèíöèïà íà Ôåðìà:
Ùå ðàçãëåäàìå äâèæåíèåòî íà ïðúñòåí÷åòî êàòî äâèæåíèå íà ñâåòëèíåí ëú÷ â ñðåäà ñ ïîêàçàòåë íà ïðå÷óïâàíå,

ïðîïîðöèîíàëåí íà y−1/2. Òîãàâà ñêîðîñòòà íà ëú÷à ùå å ïðîïîðöèîíàëíà íà y1/2. Îïòè÷íî íååäíîðîäíàòà ñðåäà ìîæåì
äà ðàçãëåäàìå êàòî ñúâêóïíîñò îò îïòè÷íî åäíîðîäíè õîðèçîíòàëíè ñëîåâå ñ ðàçëè÷íè ïîêàçàòåëè íà ïðå÷óïâàíå.
Ïîðàäè ïðå÷óïâàíå íà ãðàíèöàòà ìåæäó ñëîåâåòå ëú÷à ñå çàêðèâÿâà, êàòî îò ñëîé êúì ñëîé ñïàçâà çàêîíà íà Ñíåëèóñ
⇒

n1 sinα1 = n2 sinα2 = . . . = n sinα = const,

êúäåòî úãúëà α å úãúëà íà ïàäàíå âúðõó ïðîèçâîëåí èçáðàí ñëîé ñ ïîêàçàòåë íà ïðå÷óïâàíå n. Îò äðóãà ñòðàíà èìàìå
n = ay−1/2, êúäåòî a å êîíñòàíòà, è cotα = dy/dx ⇒

n sinα =
a√

y

[
1 +

(
dy
dx

)2
] = const ⇒

y

[
1 +

(
dy

dx

)2
]

= const

äåôåðåíöèðàìå ïîñëåäíèÿò èçðàç ïî x ⇒ (
dy

dx

)2

+ 2y

(
d2y

dx2

)
+ 1 = 0

Òàçè çàäà÷à å èçâåñòíà êàòî Áðàõèñòîõðîíà è å áèëà ïîñòàâåíà ïðåç 1696 îò Áåðíóëè
http://en.wikipedia.org/wiki/Brachistochrone_curve.
Áëèñêà çàäà÷à äî çàäà÷àòà çà Áðàõèñòîõðîíàòà å çàäà÷àòà çà Òàóòîõðîíà
http://en.wikipedia.org/wiki/Tautochrone_curve.
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