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Òåîðåìàòà íà Ãàóñ ãëàñè:

Ïîòîêà íà âåêòîðíîòî ïîëå
−→
E (−→r ) ïðåç çàòâîðåíà ïîâúðõíîñò å ðàâåí íà àëãåáðè÷íàòà ñóìà íà çàðÿäèòå çàòâîðåíè

îò ïîâúðõíîñòòà ðàçäåëåí íà ε0.
Ìàòåìàòè÷åñêè òåîðåìàòà íà Ãàóñ ñå çàïèñâà: { −→

E .d
−→
S =

q

ε0
,

êúäåòî
v

îçíà÷àâà èíòåãðèðàíå ïî öÿëàòà çàòâîðåíà ïîâúðõíîñò.
Â äèôåðåíöèàëíà (ëîêàëíà) ôîðìà òåîðåìàòà íà Ãàóñ äàâà åäíî îò óðàâíåíèÿòà íà Ìàêñóåë:

{ −→
E .d

−→
S =

∫ (−→∇ .
−→
E
)
dV =

1

ε0

∫
ρdV ⇒

−→
∇ .

−→
E =

ρ

ε0
,

êúäåòî ρ å îáåìíàòà ïëúòíîñò íà çàðÿäèòå. Àêî ëîêàëíàòà ôîðìà íà òåîðåìàòà íà Ãàóñ ñå êîìáèíèðà ñ îïðåäåëå-
íèåòî çà ïîòåíöèàë íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå, ñå ïîëó÷àâà óðàâíåíèå íà Ïîàñîí:

−→
∇.

−→
∇φ = − ρ

ε0
.

Äðóãîòî êîåòî å âàæíî çà åëåêòðîñòàòè÷íîòî ïîëå å, ÷å òî å êîíñåðâàòèâíî, òîåñò ðàáîòàòà êîÿòî âúðøè ïîëåòî çà
ïðåìåñòâàíå íà åäèíèöà çàðÿä ïî çàòâîðåí êîíòóð å íóëà:∮ −→

E .d
−→
l = 0,

Ëåñíî ñå äîêàçâà, ÷ðåç òåîðåìàòà íà Ñòîêñ îò ìàòåìàòèêàòà∮ −→
E .d

−→
l =

∫ (−→
∇ ×

−→
E
)
.d
−→
S = 0.

Çàäà÷è:

1.1 Èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà íà Ãàóñ íàìåðåòå èíòåíçèòåòà íà ïîëåòî, êîåòî ñúçäàâà ðàâíîìåðíî çàðåäåíà áåçêðàéíà
ðàâíèíà ñ ïîâúðõíèíåí çàðÿä σ.

1.2 Èçïîëçâàéêè ðåçóëòàòà îò ïðåäèøíàòà çàäà÷à íàìåðåòå ïîëåòî ìåæäó äâå ðàâíîìåðíî çàðåäåíè ïëîñêîñòè ñ
ïîâúðõíèíè çàðÿäè σ è −σ.

1.3 Áåçêðàéíî äúëúã öèëèíäúð ñ ðàäèóñ a å çàðåäåí ñ ïîâúðõíèíà ïëúòíîñò íà çàðÿäà σ. Èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà
íà Ãàóñ íàìåðåòå èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå ñúçäàâàíî îò öèëèíäúðà.

1.4 Èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà íà Ãàóñ íàìåðåòå èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå, êîÿòî ñúçäàâà ðàâíîìåðíî çàðåäåíà
ñôåðà ñúñ çàðÿä q è ðàäèóñ R.

1.5 Èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà íà Ãàóñ íàìåðåòå èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå, êîÿòî ñúçäàâà ðàâíîìåðíî çàðåäåíî
êúëáî ñ çàðÿä q è ðàäèóñ R.

1.6 Íàìåðåòå èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå â îáëàñòòà â êîÿòî ñå ïðåñè÷àò äâå êúëáà çàðåäåíè ñ îáåìíè

ïëúòíîñòè ρ è −ρ, àêî ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó öåíòðîâåòå íà êúëáàòà å
−→
l ôèãóðà 1.

1.7 Ãðàâèòàöèîííàòà ñèëà ïîäîáíî íà åëåêòðè÷íàòà ñå èçìåíÿ ïî çàêîíà íà îáðàòíèòå êâàäðàòè

−→
F g = −γ

m1m2

r3
−→r ,

à çàêîíà íà Ãàóñ å ìàòåìàòè÷åñêî ñëåäñòâèå îò òîâà, ÷å åëåêòðè÷íèòå ñèëè ñå ïîä÷èíÿâàò íà çàêîíà íà îáðàòíèòå
êâàäðàòè, òàêà ÷å çàêîíà íà Ãàóñ å â ñèëà è çà ãðàâèòàöèîííîòî ïîëå. Òåîðåìàòà íà Ãàóñ çà ãðàâèòàöèîííîòî ïîëå
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Ôèãóðà 1:

ìîæå ôîðìàëíî äà ñå ïîëó÷è, êàòî â èçâåñòíàòà â åëåêòðîñòàòèêàòà ôîðìà
v −→

E .d
−→
S = q

ε0
ñå çàìåíè èíòåíçèòåòà íà

åëåêòðè÷íîòî ïîëå
−→
E ñ èíòåíçèòåòà −→g íà ãðàâèòàöèîííîòî ïîëå (óñêîðåíèåòî â ãðàâèòàöèîííîòî ïîëå), çàðÿäà q ñ

ìàñàòà m è 1/(4πε0) ñ −γ òîãàâà èìàìå: { −→g .d
−→
S = −4πγm,

êúäåòî çíàêà ìèíóñ ïîêàçâà, ÷å ñèëîâèòå ëèíèè íà ãðàâèòàöèîííîòî ïîëå âèíàãè âëèçàò êúì ïîëîæèòåëíàòà ìàñà
ñúçäàâàùà ïîëåòî.

Ïîëçâàéêè òàçè àíàëîãèÿ è ðåøåíèåòî îò ïðåäèøíàòà çàäà÷à îïðåäåëåòå íà êîëêî ùå å ðàâíî ãðàâèòàöèîííîòî óñ-
êîðåíèå ñúçäàäåíî â ïåùåðà ñúñ ñôåðè÷íà ôîðìà, êîÿòî å èçäúëáàíà â õîìîãåííî êúëáî ñ ïëúòíîñò ρ, àêî ðàçñòîÿíèåòî

îò öåíòúðà íà ïåùåðàòà äî öåíòúðà íà õîìîãåííîòî êúëáî å
−→
l .

1.8 Ïîòåíöèàëà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå â çàðåäåíî êúëáî çàâèñè ñàìî îò ðàçñòîÿíèåòî r äî öåíòúðà íà êúëáîòî ïî
çàêîíà:

φ = ar2 + b,

êúäåòî a è b ñà êîíñòàíòè. Íàìåðåòå ðàçïðåäåëåíèåòî íà îáåìíèòå çàðÿäè â êúëáîòî ρ.

1.9 Èçïîëçâàéêè ðåøåíèåòî íà çàäà÷à 1.6 íàìåðåòå íàïðåæåíèåòî E âúòðå â ñôåðà, ïî êîÿòî å ðàçïðåäåëåí çàðÿä
ñ ïîâúðõíèíà ïëúòíîñò σ = σ0 cos θ, êúäåòî σ0 å êîíñòàíòà à θ å ïîëÿðíèÿò úãúë.

1.10 Ñèñòåìà ñå ñúñòîè îò ðàâíîìåðíî çàðåäåíà ñôåðà ñ ðàäèóñ R è çàîáèêàëÿùà ÿ ñðåäà çàïúëíåíà ñ îáåìíà
ïëúòíîñò íà çàðÿäèòå ρ = a/r, êúäåòî a å ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà, à r å ðàçñòîÿíèåòî äî öåíòúðà íà ñôåðàòà. Íàìåðåòå
çàðÿäà íà ñôåðàòà ïðè êîéòî åëåêòðè÷íîòî ïîëå E íÿìà äà çàâèñè îò r.

1.11 Ñðåäíàòà ïëúòíîñò íà çàðÿäà â åëåêòðîííèÿò îáëàê íà àòîìà íà âîäîðîäà å ρ = − e
πa3 exp

(
−2r

a

)
, êúäåòî a å

Áîðîâèÿò ðàäèóñ, à r å ðàçñòîÿíèåòî äî ÿäðîòî íà àòîìà íà âîäîðîäà. Íàìåðåòå èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå E
â àòîìà íà âîäîðîäà.

2



Ðåøåíèÿ:

1.1
Îò ñèìåòðèÿòà íà çàäà÷àòà èìàìå, ÷å èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå

−→
E ìîæå äà å ñàìî ïåðïåíäèêóëÿðíî íà

çàðåäåíàòà ïëîñêîñò. Ïîðàäè òàçè ñèìåòðèÿ å óäîáíî äà èçáåðåì öèëèíäðè÷íà çàòâîðåíà ïîâúðõíîñò ïðåç êîÿòî äà
ñìåòíåì ïîòîêà (âèæ ôèãóðà 2). Ïðèëàãàéêè òåîðåìàòà íà Ãàóñ èìàìå:

{ −→
E .d

−→
S =

q

ε0
⇒ 2E∆S =

σ∆S

ε0
⇒ E =

σ

2ε0

Ôèãóðà 2:

1.2
Èçïîëçâàéêè ðåçóëòàòà îò ïðåäèøíàòà òî÷êà è îò ôèãóðà 3 ñå âèæäà, ÷å ïîëåòî ìåæäó äâåòå ïëî÷è å

E =
σ

ε0

à èçâúí òÿõ å íóëà

Ôèãóðà 3:

1.3
Îò ñèìåòðèÿòà íà çàäà÷àòà èìàìå, ÷å èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå

−→
E ìîæå äà å ñàìî ïåðïåíäèêóëÿðíî íà

çàðåäåíèÿò öèëèíäúð, çà òîâà èçáèðàìå ïîâúðõíîñòòà ïî êîÿòî ùå ñìÿòàìå ïîòîêà äà å âúâ ôîðìàòà íà êîàêñèàëåí
öèëèíäúð (âèæ ôèãóðà 4). Îò òåîðèÿòà íà Ãàóñ çà r > a ⇒

{ −→
E .d

−→
S =

q

ε0
⇒ E2πrh =

2πahσ

ε0
⇒ E =

σ

ε0

a

r
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Ôèãóðà 4:

ïðè r < a íÿìàìå çàðÿä è ⇒E = 0.

1.4
Ïîëåòî å öåíòðàëíî ñèìåòðè÷íî: èíòåíçèòåòà å íàñî÷åí ïåðïåíäèêóëÿðíî êúì ïîâúðõíîñòòà, çà òîâà èçáèðàìå

ãàóñîâàòà ïîâúðõíîñò äà å ñôåðà ñ ðàäèóñ r. Çà r > R ⇒
{ −→

E .d
−→
S =

q

ε0
⇒ E4πr2 =

q

ε0
⇒ E =

q

4πε0r2

èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå å êàòî çà òî÷êîâ òîâàð ñúñ çàðÿä q. Çà r < R ⇒
−→
E = 0 ïîíåæå íÿìà çàðÿäè â

ïðîñòðàíñòâîòî çàãðàäåíî îò ñôåðàòà.
1.5
Çàäà÷àòà ïðèëè÷à ìíîãî íà ïðåäèøíàòà, ïîëåòî îòíîâî èìà öåíòðàëíà ñèìåòðèÿ è çà r > R ⇒

{ −→
E .d

−→
S =

q

ε0
⇒ E4πr2 =

q

ε0
⇒ E =

q

4πε0r2

èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå çà r > R å ñúùîòî êàòî íà òî÷êîâ çàðÿä (êàêòî â ïðåäèøíàòà çàäà÷à). Çà r < R
⇒ { −→

E .d
−→
S =

1

ε0

∫
ρdV ⇒ E4πr2 =

1

ε0

3q

4πR3

4πr3

3
⇒ E =

q

4πε0

r

R3

Ôèãóðà 5:

1.6
Îò ïðåäèøíàòà çàäà÷à èìàìå, ÷å èíòåíçèòåòà íà ðàâíîìåðíîòî çàðåäåíî êúëáî å E = q

4πε0
r
R3 ïîëçâàéêè îáåìíàòà

ïëúòíîñò íà çàðÿäèòå èìàìå:
−→
E =

q

4πε0

−→r
R3

=
ρ

3ε0

−→r
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òàêà èíòåíçèòåòà íà ïîëåòî â ïðîèçâîëíà òî÷êà A îò ïðåñå÷íàòà îáëàñò íà äâåòå êúëáà ìîæå äà çàïèøåì, êàòî
ñóïåðïîçèöèÿ îò èíòåíçèòåòèòå ñúçäàäåíè îò ïîëîæèòåëíîòî çàðåäåíî êúëáî è îò îòðèöàòåëíîòî çàðåäåíî êúëáî (âèæ
ôèãóðà 5) òîãàâà èìàìå:

−→
E+ +

−→
E− =

ρ

3ε0

−→r + − ρ

3ε0

−→r − =
ρ

3ε0

−→
l

òîåñò ïîëåòî â ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà äâåòå êúëáåòà å åäíîðîäíî.

1.7
Ìîæå ôîðìàëíî äà ðàçãëåæäàìå êúëáîòî êàòî õîìîãåííî êúëáî ñ ïëúòíîñò ρ è ôîðìàëíî òàì êúäåòî èìàìå êóõèíà

äà äîáàâèì äðóãî êúëáî ñ ïëúòíîñò −ρ (âèæ ôèãóðà 6). Îò ïðåäèøíàòà çàäà÷à èìàìå ÷å èíòåíçèòåòà ñúçäàäåí ìåæäó
äâå ïðåñè÷àùè ñå êúëáà ñ ïðîòèâîïîëîæíè ïëúòíîñòè íà çàðÿäèòå å

−→
E =

ρ

3ε0

−→
l

ïðàâåéêè àíàëîãèÿòà èìàìå ε0 → −1/(4πγ) ⇒ óñêîðåíèåòî â ïåùåðàòà ùå å:

−→g = −4πγρ

3

−→
l

Ôèãóðà 6:

1.8
Íåêà ïúðâî äà íàìåðèì èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå.

Er = −∂φ/∂r = −2ar

ñëåä êîåòî ñìÿòàìå ïîòîêà ïðåç ãàóñîâà ïîâúðõíîñò âúâ ôîðìà íà ñôåðà ñ ðàäèóñ r

4πr2Er = q/ε0

äèôåðåíöèàëà íà òîâà óðàâíåíèå å

4πd
(
r2Er

)
=

dq

ε0
=

1

ε0
ρ4πr2dr,

êúäåòî ñìå îò÷åëè, ÷å çàðÿäà dq å ìåæäó ñôåðè ñ ðàäèóñè r è r + dr ⇒

r2dEr + 2rErdr =
1

ε0
ρr2dr⇒

dEr

dr
+

2

r
Er =

ρ

ε0

ñëåä çàìåñòâàíå íà Er = −2ar ⇒

−2a− 4a =
ρ

ε0
⇒

ρ = −6aε0
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1.9
Íåêà äà ðàçãëåäàìå äâå êúëáà ñ îáåìíè ïëúòíîñòè ρ è −ρ , ÷èéòî öåíòðîâå ñà îòìåñòåíè íà ðàçñòîÿíèå l ⇒ îò

çàäà÷à 1.6 èìàìå
−→
E =

ρ

3ε0

−→
l

â íàøèÿò ñëó÷àé îáùèÿò çàðÿä å ðàçëè÷åí îò íóëà ñàìî íà ïîâúðõíîñòíèÿò ñëîé. Ïðè ìàëêè l èìàìå ñèòóàöèÿ íà
ïîâúðõíîñòíà ïëúòíîñò íà ñôåðàòà. Äåáåëèíàòà íà çàðåäåíèÿò ñëîé ñå îïðåäåëÿ îò úãúëà θ (âèæ ôèãóðà 7) è å ðàâåí
íà l cos θ⇒ íà åäèíèöà ïëîù ñå íàìèðà çàðÿä σ = ρl cos θ = σ0 cos θ⇒ ρ = σ0/l ⇒

E =
σ0

3ε0

Ôèãóðà 7:

1.10
Íåêà çàðÿäà íà ñôåðàòà äà å q òîãàâà èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà íà Ãàóñ çà ïîâúðõíèíà âúâ ôîðìàòà íà ñôåðà ñ ðàäèóñ

r ìîæåì äà çàïèøåì:

E4πr2 =
q

ε0
+

1

ε0

∫ r

R

ρ4πr2dr =
q

ε0
+

1

ε0

∫ r

R

a

r
4πr2dr ⇒

E4πr2 =
1

ε0

(
q − 2πaR2

)
+

4πar2

2ε0

Î÷åâèäíî å, ÷å E íå çàâèñè îò r êîãàòî q−2πaR2 = 0 ⇒ òîåñò êîãàòî çàðÿäà å q = 2πaR2 òîãàâà ïîëåòî å êîíñòàíòíî
è å E = a/ (2ε0)

1.11
Èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà íà Ãàóñ çà ïîâúðõíèíà âúâ ôîðìàòà íà ñôåðà ñ ðàäèóñ r ìîæåì äà çàïèøåì:

E4πr2 =
e

ε0
+

1

ε0

∫ r

0

ρ4πr2dr ⇒

Er2 =
e

4πε0
− e

πε0a3

∫ r

0

exp

(
−2r

a

)
r2dr =

e

2πε0a2

∫ r

0

exp

(
−2r

a

)
r2d

(
−2r

a

)
=

e

2πε0a2

∫ r

0

r2d

(
exp

(
−2r

a

))
Ñëåä êîåòî èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè ⇒

Er2 =
e

4πε0
+

e

2πε0a2

∫ r

0

r2d

(
exp

(
−2r

a

))
=

e

2πε0a2
r2 exp

(
−2r

a

)
− e

2πε0a2

∫ r

0

2r exp

(
−2r

a

)
dr ⇒

Er2 =
e

4πε0
+

e

2πε0a2
r2 exp

(
−2r

a

)
+

e

2πε0a

∫ r

0

rd

(
exp

(
−2r

a

))
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è îòíîâî èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè ⇒

Er2 =
e

4πε0
+

e

2πε0a2
r2 exp

(
−2r

a

)
+

e

2πε0a
r exp

(
−2r

a

)
− e

2πε0a

∫ r

0

exp

(
−2r

a

)
dr ⇒

Er2 =
e

4πε0
+

e

2πε0a2
r2 exp

(
−2r

a

)
+

e

2πε0a
r exp

(
−2r

a

)
+

e

4πε0

∫ r

0

exp

(
−2r

a

)
d

(
−2r

a

)
⇒

Îêîí÷àòåëíî çà èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå èìàìå

E =
e

4πε0r2

(
1 +

2r

a

(
1 +

r

a

))
exp

(
−2r

a

)
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