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Åëåêòðîäèíàìèêà
Àíäîí Ðàíãåëîâ, êàáèíåò Â 39, åmail: rangelov@phys.uni-so�a.bg , èíòåðíåò ñòðàíèöà íà êóðñà http://ed.
quantum-bg.org/
Ïðèíöèïà íà ìèíèìàëíîòî äåéñòâèå, êîéòî ñòå èçïîëçâàëè â ìåõàíèêàòà çà äà èçâåäåòå óðàâíåíèÿòà íà

Õàìèëòîí å óíèâåðñàëåí ïðèíöèï. Ñåãà ùå ãî èçïîëçâàìå çà äà èçâåäåì çàêîíèòå â ãåîìåòðè÷íàòà îïòèêà
(çàêîíà çà îòðàæåíèå è çà ïðå÷óïâàíå íà ëú÷èòå). Â îïòèêàòà ïðèíöèïà íà ìèíèìàëíîòî äåéñòâèå å èçâåñòåí
êàòî ïðèíöèïà íà Ôåðìà (Fermat's principle).
Ïðèíöèïà íà Ôåðìà ãëàñè:
Ñâåòëèíàòà èçìèíàâà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâå òî÷êè À è Á çà íàé-êðàòêî âðåìå.
Çàäà÷à 1

Èçïîëçâàéêè ïðèíöèïà íà Ôåðìà èçâåäåòå çàêîíà çà îòðàæåíèå íà ñâåòëèíàòà (úãúëà íà ïàäàíå å ðàâåí íà
úãúëà íà îòðàæåíèå). Çà öåëòà ðàçãëåäàéòå èçòî÷íèê íà ñâåòëèíà (òî÷êà À) è íàáëþäàòåë (òî÷êà Â) ðàçïîëî-
æåíè íàä îãëåäàëî êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèã .

Çàäà÷à 2

Èçïîëçâàéêè ïðèíöèïà íà Ôåðìà èçâåäåòå çàêîíà íà Ñíåëèóñ. Çà öåëòà ðàçãëåäàéòå èçòî÷íèê íà ñâåòëèíà
(òî÷êà À) ðàçïîëîæåí â ñðåäà ñ ïîêàçàòåë íà ïðå÷óïâàíå n1 è íàáëþäàòåë (òî÷êà Â) ðàçïîëîæåí â ñðåäà ñ
ïîêàçàòåë íà ïðå÷óïâàíå n2 êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèã .
Çàäà÷à 3

Ñïàñèòåë ñòîè íà áðåãà êîãàòî çàáåëÿçâà äàâåù ñå âúâ âîäàòà êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèã . Ñïàñèòåëÿò áÿãà ñúñ
ñêîðîñò v1 à ìîæå äà ïëóâà ñúñ ñêîðîñò v2. Íàìåðåòå â êîÿ òî÷êà îò áðåãà òîé òðÿáâà äà âëåçíå âúâ âîäàòà
(x =?) çà äà ìîæå íàé-áúðçî äà ñòèãíå äî äàâåùèÿò ñå.
Çàáåëåæêà :
Èçïîëçâàéòå ïðèíöèïà íà Ôåðìà çà äà ðåøèòå çàäà÷àòà.
Çàäà÷à 4

Êàê òðÿáâà äà ñå äâèæè ïàÿêà îò Ôèã. çà äà ñòèãíå íàé-áúðçî äî ìóõàòà



2

Çàäà÷à 5

Äàäåíè ñà äâå òî÷êè À è Â, ðàçïîëîæåíè íà ðàçëè÷íà âèñî÷èíà, êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ æèöà. Äîêàæåòå, ÷å
êðèâàòà, ïî êîÿòî ïðúñòåí÷åòî ùå ñå ñïóñíå ïîä äåéñòâèå íà ñèëàòà íà òåæåñòòà îò òî÷êà À äî òî÷êà Â çà
íàé-êðàòêî âðåìå, å äúãà îò öèêëîèäà.
Çàáåëåæêà:
Åäíà êðèâà y (x) å öèêîëèäà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî:(

dy

dx

)2

+ 2y

(
d2y

dx2

)
+ 1 = 0

Çàäà÷à 6

Ïîêàæå, ÷å òîï÷åòàòà A è B ëåæàùè íà Öèêëîèäà êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèã., àêî ñà ïóñíàòè ñâîáîäíî äà ñå
òúðêàëÿò áåç òðèåíå äîñòèãàò äî íàé-íèñêàòà òî÷êà C çà åäíî è ñúùîòî âðåìå.
Çàáåëåæêà:
Óðàâíåíèåòî íà öèêëîèäàòà ñå äàâà ïàðàìåòðè÷íî ÷ðåç

x = a (θ − sin θ) , (1)

y = a (1− cos θ) , (2)

êúäåòî 0 ≤ θ ≤ π å ïàðàìåòðèçàöèîíàòà ïðîìåíëèâà à a å íÿêàêâà êîíñòàíòà.

Çàäà÷à 7

Íåêà ñåãà äà äîêàæåì äîáðå èçâåñòíèÿò ôàêòúò, ÷å íàé-êúñîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå òî÷êè íà ïîâúðõíîñòòà
íà ñôåðà å ÷àñò îò ãîëåìèÿ êðúã íà ñôåðàòà, êîéòî ñâúðçâà äâåòå òî÷êè. Êðèâà íà ìèíèìàëíàòà äúëæèíà
ìåæäó äâå òî÷êè â èçêðèâåíî ïðîñòðàíñòâî ñå íàðè÷àò ãåîäåçè÷íà è å îáîáùåíèå íà ïðàâàòà â ðàâíèíàòà.

Çàäà÷à 8

Îïðåäåëåòå óðàâíåíèåòî íà ãåîäåçè÷íàòà âúðõó ïðàâ êðúãîâ öèëèíäúð ñ ðàäèóñ a.
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Ðåøåíèÿ:

Çàäà÷à 1

Íàé-áúðçèÿò ïúò îò òî÷êà À äî îãëåäàëîòî è îò òî÷êà Â äî îãëåäàëîòî ñà ïðàâè ëèíèè. Åäèíñòâåíèÿò âúïðîñ
å, êúäå âúðõó îãëåäàëîòî òðÿáâà äà áúäå òî÷êàòà íà îòðàæåíèå Ñ? Íåêà x äà å õîðèçîíòàëíîòî ðàçñòîÿíèå îò
òî÷êà À äî òî÷êà íà îòðàæåíèå Ñ. Âðåìåòî çà êîåòî ëú÷úò ïúòóâà îò À äî Ñ å t1 = AB/c, à âðåìåòî çà êîåòî
ëú÷à ñòèãà îò òî÷êà Ñ äî òî÷êà Â å t2 = BC/c, êúäåòî c å ñêîðîñòòà íà ñâåòëèíàòà âúâ âàêóóì. Òîãàâà ïúëíîòî
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âðåìå å:

t = t1 + t2 =
AB

c
+

BC

c
=

√
a2 + x2

c
+

√
b2 + (d− x)

2

c
, (3)

òúðñèì åêñòðåìàëíîòî âðåì ⇒

dt

dx
= 0 ⇔ x

c
√
a2 + x2

− d− x

c

√
b2 + (d− x)

2
= 0,
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êàòî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ìîæåì äà çàïèøåì êàòî:

x√
a2 + x2

=
d− x

c

√
b2 + (d− x)

2
⇔ sinα = sinβ ⇔ α = β.

Çàäà÷à 2

Íàé-áúðçèÿò ïúò âúâ âñÿêàêâà ñðåäà å ïðàâà ëèíèÿ. Åäèíñòâåíèÿò âúïðîñ å, êúäå íà ãðàíèöàòà ìåæäó äâåòå
ñðåäè òðÿáâà äà áúäå òî÷êàòà íà ïðå÷óïâàíå Ñ? Íåêà ñ x äà îçíà÷èì õîðèçîíòàëíîòî ðàçñòîÿíèå îò òî÷êà À äî
òî÷êà íà ïðå÷óïâàíå Ñ. Âðåìåòî çà êîåòî ñâåòëèíàòà ñòèãà îò À äî Â å:

t = t1 + t2 =
AB

v1
+

BC

v2
=

√
a2 + x2

v1
+

√
b2 + (d− x)

2

v2
, (4)

òúðñèì åêñòðåìàëíîòî âðåì ⇒

dt

dx
= 0 ⇔ x

v1
√
a2 + x2

− d− x

v2

√
b2 + (d− x)

2
= 0,

êàòî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ìîæåì äà çàïèøåì êàòî:

x

v1
√
a2 + x2

=
d− x

v2

√
b2 + (d− x)

2
⇔ 1

v1
sinα =

1

v2
sinβ ⇔ sinα

sinβ
=

n2

n1
.

Çàäà÷à 3

Ðåøàâà ñå êàòî ïîëçâàìå çàêîíà íà Ñíåëèóñ.
Çàäà÷à 4

Çà ðåøåíèåòî âèæ Ôèã.??
Çàäà÷à 5

Íåêà y (x) å òúðñåíàòà êðèâà. Ïðè äâèæåíèåòî ñè ïî êðèâàòà ïðúñòåí÷åòî èìà ñêîðîñò v =
√
2gy. Òúé êàòî

òúðñèì êðèâà, ïî êîÿòî äâèæåíèåòî ñå èçâúðøâà çà íàé-êðàòêî âðåìå, ùå íàïðàâèì àíàëîãèÿ ñ ïðèíöèïà íà
Ôåðìà:
Ùå ðàçãëåäàìå äâèæåíèåòî íà ïðúñòåí÷åòî êàòî äâèæåíèå íà ñâåòëèíåí ëú÷ â ñðåäà ñ ïîêàçàòåë íà ïðå÷óï-

âàíå, ïðîïîðöèîíàëåí íà y−1/2. Òîãàâà ñêîðîñòòà íà ëú÷à ùå å ïðîïîðöèîíàëíà íà y1/2. Îïòè÷íî íååäíîðîäíàòà
ñðåäà ìîæåì äà ðàçãëåäàìå êàòî ñúâêóïíîñò îò îïòè÷íî åäíîðîäíè õîðèçîíòàëíè ñëîåâå ñ ðàçëè÷íè ïîêàçàòåëè
íà ïðå÷óïâàíå. Ïîðàäè ïðå÷óïâàíå íà ãðàíèöàòà ìåæäó ñëîåâåòå ëú÷à ñå çàêðèâÿâà, êàòî îò ñëîé êúì ñëîé
ñïàçâà çàêîíà íà Ñíåëèóñ ⇒

n1 sinα1 = n2 sinα2 = . . . = n sinα = const,

êúäåòî úãúëà α å úãúëà íà ïàäàíå âúðõó ïðîèçâîëåí èçáðàí ñëîé ñ ïîêàçàòåë íà ïðå÷óïâàíå n. Îò äðóãà ñòðàíà
èìàìå n = ay−1/2, êúäåòî a å êîíñòàíòà, è cotα = dy/dx ⇒

n sinα =
a√

y

[
1 +

(
dy
dx

)2] = const ⇒

y

[
1 +

(
dy

dx

)2
]

= const

äåôåðåíöèðàìå ïîñëåäíèÿò èçðàç ïî x ⇒ (
dy

dx

)2

+ 2y

(
d2y

dx2

)
+ 1 = 0

Òàçè çàäà÷à å èçâåñòíà êàòî Áðàõèñòîõðîíà è å áèëà ïîñòàâåíà ïðåç 1696 îò Áåðíóëè
http://en.wikipedia.org/wiki/Brachistochrone_curve.
Áëèñêà çàäà÷à äî çàäà÷àòà çà Áðàõèñòîõðîíàòà å çàäà÷àòà çà Òàóòîõðîíà
http://en.wikipedia.org/wiki/Tautochrone_curve.
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Çàäà÷à 6

Òðúãâàéêè îò óðàâíåíèÿòà

x = a (θ − sin θ) , (5)

y = a (1− cos θ) , (6)

íàìèðàìå

dx

dθ
= a (θ − cos θ) , (7)

dy

dθ
= a sin θ (8)

⇒ (
dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

= 2a2 (1− cos θ) (9)

Îò çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà èìàìå, ÷å ïðè äâèæåíèåòî ñè ïî öèêëîèäàòà òîï÷åòî èìà ñêîðîñò v =√
2gy ⇒

v =
ds

dt
=
√
2gy ⇒ dt =

ds√
2gy

=

√
dx2 + dy2√

2gy
=

a
√
2 (1− cos θ)√

2ga (1− cos θ)
dθ, (10)

⇒

T =

∫ π

0

√
a

g
dθ ⇒ T = π

√
a

g
(11)

íåêà ñåãà äà ïóñíåì òîï÷åòî íå îò íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà (x = 0, y = 0, θ = 0) à îò ïðîèçâîëåí úãúë
θ0 òîãàâà îò çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà èìàìå, ÷å ïðè äâèæåíèåòî ñè ïî öèêëîèäàòà òîï÷åòî èìà ñêîðîñò
v =

√
2g (y − y0) =

√
2ga (cos θ0 − cos θ) ⇒

T =

∫ π

θ0

a
√

2 (1− cos θ)√
2ga (cos θ0 − cos θ)

dθ =

√
a

g

∫ π

θ0

√
1− cos θ

cos θ0 − cos θ
dθ, (12)

Èçïîëçâàéêè, ÷å

cos θ = 2 cos2 (θ/2)− 1 (13)

⇒

T =

√
a

g

∫ π

θ0

sin (θ/2)√
cos2 (θ0/2)− cos2 (θ/2)

dθ. (14)

Íåêà ñåãà äà íàïðàâèì ñëåäíàòà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå

cos (θ/2) = cos (θ0/2) sin (η) ⇒ sin (θ/2) dθ = −2 cos (θ0/2) cos ηdη ⇒ (15)

T =

√
a

g

∫ π

θ0

sin (θ/2)√
cos2 (θ0/2)− cos2 (θ/2)

dθ = −2

√
a

g

∫ 0

π/2

cos (η)√
1− sin2 (η)

dη = (16)

= 2

√
a

g

∫ π/2

0

dη = π

√
a

g
. (17)

Çàäà÷à 7

Íåêà äà ðàáîòèì â ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè ñ öåíòúðà íà êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî öåíòúðà íà ñôåðàòà. Äúëæèíà
íà ïúòÿ îò òî÷êà À äî òî÷êà Á ñå äàâà ñúñ ñëåäíèÿò èíòåãðàë

I =

∫ B

A

dl =

∫ B

A

√
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (18)



7

Íàøàòà öåë å äà íàìåðèì ïúòÿ ñ íàé-ìàëêàòà äúëæèíà íà äâèæåíèå ïî ñôåðàòà (r = r0, êúäåòî r0 å ðàäèóñà íà
ñôåðàòà). Óñëîâèåòî çà äâèæåíèå ïî ïîâúðõíîñòòà íà ñôåðàòà å õîëîíîìíà âðúçêà, êîÿòî îãðàíè÷àâà ñòåïåíèòå
íà ñâîáîäà äî 2. Òîãàâà äúëæèíà íà ïúòÿ îò òî÷êà À äî òî÷êà Á ùå å

I = r0

∫ B

A

√
dθ2 + sin2 θdφ2 = r0

∫ B

A

√(
dθ

dφ

)2

+ sin2 θdφ (19)

Ìîæå äà çàïèøåì ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå àíàëîãè÷íî íà äåéñòâèåòî (??), êàòî âìåñòî âðåìåòî t ùå èìàìå
ïðîìåíëèâàòà φ à ôóíêöèÿòà àíàëîãè÷íà íà ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ ùå å

L = r0

√(
dθ

dφ

)2

+ sin2 θ (20)

ïîíåæå ∂L/∂φ = 0, òî èìàìå çàêîí ïîäîáåí íà çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà ⇒

d

dφ

( dθ

dφ

)
∂L

∂
(

dθ
dφ

) − L

 = 0 ⇔ L−
(
dθ

dφ

)
∂L

∂
(

dθ
dφ

) = C1 (21)

⇒

√(
dθ

dφ

)2

+ sin2 θ −
(
dθ

dφ

) ∂

√(
dθ
dφ

)2
+ sin2 θ

∂
(

dθ
dφ

) = C1, (22)

⇒

sin2 θ√(
dθ
dφ

)2
+ sin2 θ

= C1, (23)

⇒

dθ

dφ
= sin θ

√
sin2 θ

C2
1

− 1, (24)

⇒ Ðåøåíèåòî íà òîâà óðàâíåíèå å

φ = arcsin

(
cot θ

C1

)
+ C2, (25)

êîåòî ìîæå äà ïðåíàïèøåì êàòî

cot θ = C1 sin (φ− C2) , (26)

⇒

cot θ = C1 sin (φ) cos (C2)− C1 cos (φ) sin (C2) , (27)

óìíîæàâàéêè äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ñ r0 sin θ ⇒

r0 cos θ︸ ︷︷ ︸
=z

= C1 cos (C2) r0 sin θ sin (φ)︸ ︷︷ ︸
=y

− C1 sin (C2) r0 sin θ cos (φ)︸ ︷︷ ︸
=x

, (28)

⇒

z − C1 cos (C2) y + C1 sin (C2)x = 0. (29)

Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå å óðàâíåíèå íà ðàâíèíà ìèíàâàùà ïðåç íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà (öåíòúðà íà
ñôåðàòà).
Çàäà÷à 8
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Â öèëèíäðè÷íè êîîðäèíàòè (ρ, θ, z), ðàçñòîÿíèåòî ñå äàâà êàòî

dl2 = dρ2 + ρ2dθ2 + dz2 (30)

ïîíåæå ðàäèóñà å ρ = a (íàìèðàìå ñå âúðõó öèëèíäúðà) ⇒ dρ = 0 ⇒

dl2 = a2dθ2 + dz2 ⇒
(
dl

dθ

)2

= a2 +

(
dz

dθ

)2

(31)

⇒

l =

∫ θ2

θ1

√
a2 +

(
dz

dθ

)2

dθ (32)

Ìîæå äà çàïèøåì ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå àíàëîãè÷íî íà äåéñòâèåòî (??), êàòî âìåñòî âðåìåòî t ùå èìàìå ïðî-
ìåíëèâàòà θ à ôóíêöèÿòà àíàëîãè÷íà íà ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ ùå å

L =

√
a2 +

(
dz

dθ

)2

(33)

ïîíåæå ∂L/∂z = 0, òî çà óðàâíåíèÿòà íà Ëàãðàíæ-Îéëåð èìàìå:

d

dθ

(
∂L

∂
(
dz
dθ

)) = 0 ⇒ ∂L

∂
(
dz
dθ

) = C1 ⇒
dz
dθ√

a2 +
(
dz
dθ

)2 = C1 (34)

⇒

dz =

√
C2

1a
2

1− C2
1

dθ ⇒ z =
C1a√
1− C2

1

θ + C2 (35)


